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Introduzione

Oltre il secondo biennio

Questo libro parla della matematica che si pud apprendere ed inse-
gnare nella classe quinta della scuola secondaria e contiene pensieri,
percorsi e materiali didattici che ci auguriamo siano utili al docente per
riflettere sulla programmazione delle attivita ed effettuare poi le proprie
scelte.

Il testo ¢ la naturale prosecuzione dei volumi Facciamo la matematica
che conta ([Cappello e Innocenti, 2022]) e Fare matematica mettendoci le
mani ([Cappello e Innocenti, 2023]), dedicati al primo e al secondo bien-
nio; non poteva mancare, infatti, 'esame dell’ultimo anno di corso della
scuola secondaria, anche per il riscontro ottenuto da tali pubblicazioni e
per le richieste di molti insegnanti. Pure questo volume & stato realizzato
nell’ambito del Progetto sul curricolo e sulle metodologie didattiche per
la matematica della scuola secondaria di secondo grado, che prevede la
collaborazione di IPRASE e dell’Universita di Trento, con la partecipazio-
ne delle scuole, ossia dei docenti e dei loro studenti.

| diversi aspetti che definiscono questo rilevante progetto, dalle ra-
gioni sottese alle azioni compiute, sono gia stati illustrati nei due libri
precedenti. Ci sembra comunque utile ricordarli brevemente, magari
aggiungendo qualche considerazione e in particolare esplicitando alcu-
ne attenzioni didattiche, prima di precisare cosa si trova nel volume e
richiamare il significato dei materiali realizzati.

Il contesto del libro e dei materiali

Perché un progetto sul curricolo?

| motivi sono diversi e li riteniamo urgenti. Ci sono innanzitutto le
esigenze degli insegnanti e dei ragazzi, che possiamo condensare in
due considerazioni:
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La matematica che si fa a scuola non ha sempre un senso per gli stu-
denti, e nemmeno per i docenti.

Quanto gli studenti apprendono a scuola non sempre resta disponibile
a lungo.

Ci sono poi le novita previste dalla normativa. Infatti, le Indicazioni
nazionali [MIUR, 2010] € le Linee guida nazionali [MIUR, 2010a, 2010b]
e provinciali [PAT, 2013] prevedono nuove attenzioni e nuovi contenuti
rispetto ai programmi prima in vigore (IMPI, 1944]): ad esempio, mo-
dellizzare, argomentare e, per la classe quinta, la geometria analitica
dello spazio per tutti i licei, le distribuzioni di probabilita per quasi tutti
i licei e le equazioni differenziali per il liceo scientifico. Anzi, si supera
I'idea stessa di programma, spostando I'attenzione dalla quantita alla
qualita di quanto si affronta e alla sua rilevanza. Inoltre si attribuiscono
precise responsabilita al docente; ad esempio, in [MIUR, 2010a, pag.
17] si legge:

Un ruolo centrale, come risulta dalla stessa definizione europea di com-
petenza, e svolto dalla qualita delle conoscenze e delle abilita sviluppate
nei vari ambiti di studio. Esse infatti devono essere non solo acquisite a
un buon livello di comprensione e di stabilita ma devono anche rimanere
aperte a una loro mobilizzazione e valorizzazione nel contesto di ogni
attivita di studio, di lavoro o di una vita sociale [...].

Per questo e necessario I'individuazione chiara delle conoscenze e
abilita fondamentali che le varie competenze implicano e del livello di
profondita e padronanza da raggiungere e, dall’altra, I'effettuazione di
un bilancio delle conoscenze, delle abilita gia acquisite ed evidenziate
da parte dello studente (o, eventualmente, delle competenze da lui gia
raggiunte). Dal confronto tra questi due riferimenti € possibile elaborare
un progetto formativo coerente. Cio e abbastanza evidente nel caso
delle competenze riferibili allo scrivere, al leggere e alla matematica,
competenze che condizionano non poco lo sviluppo di qualsiasi altra
competenza [...].

Ci sono, infine, le difficolta che mostrano gli studenti a vari livelli.
Sono sotto gli occhi di tutti, ma si possono precisare mediante qualche
dato numerico: ad esempio, nella seconda prova del’Esame di Stato
del’anno 2018, secondo il rapporto [MIUR, 2019], circa il 23% degli
studenti non ha raggiunto la sufficienza'. Naturalmente questo non vuol

! Tuttavia il quadro potrebbe essere pili negativo, come pud indurre a pensare lo
studio [UMI e INVALSI, 2008] sulla prova assegnata nell’anno 2007: ad alcuni
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dire che il 23% dei ragazzi non sa la matematica; ma tale percentuale
induce a riflettere.

Per queste diverse ragioni, € nato nel 2016 il Progetto sul curricolo e
sulle metodologie didattiche per la matematica della scuola secondaria
di secondo grado. Ne avvertivamo I'urgenza, ma il lavoro non poteva
essere frutto unicamente della nostra esperienza didattica, per quanto
importante: sono infatti necessari anche il confronto con I'Universita —
ente competente sulla disciplina —, il sostegno di IPRASE - istituzione
che fa ricerca educativa e permette di diffondere la proposta — e il dia-
logo vero con i docenti di scuola e con gli studenti.

L’obiettivo principale, come si comprende, € precisare un curricolo
di matematica, in particolare per il liceo scientifico e per I'opzione delle
scienze applicate. Sono coinvolti percio molti aspetti, come scrive An-
zellotti in [Anzellotti, 1997]; tuttavia nel libro abbiamo deciso di concen-
trare I'attenzione su quelli piu utili per la pratica didattica, nel senso di
fornire indicazioni concrete e strumenti realmente spendibili in classe.

Per realizzare questo e gli altri obiettivi del Progetto, abbiamo indivi-
duato precisi criteri didattici, ossia principi a cui ispirare I'intero lavoro e
da declinare in scelte concrete e nei materiali a supporto del lavoro dello
studente. Ne abbiamo gia parlato nei due volumi precedenti, pertanto ci
basta ricordarli sinteticamente:

e Costruire un senso della matematica che si fa a scuola

e Curare la disponibilita a lungo termine di quanto si apprende a
scuola

e Sviluppare abilita/competenze matematiche e trasversali, evitando
di dare rilevanza ai soli contenuti

e Realizzare un percorso unitario

e Adottare un approccio fattivamente laboratoriale.

Alcune attenzioni didattiche

Attuare i criteri indicati richiede diverse attenzioni didattiche. Ne
abbiamo gia illustrato alcune nell’Introduzione dei testi per il primo

docenti, in servizio e con esperienza di commissario, € stata affidata la ricor-
rezione di un campione di elaborati. Il 62% di questi € risultato insufficiente, a
fronte del 45% di insufficienze attribuito agli stessi dalle commissioni all’Esame di
Stato. E un divario notevole, che si ritrova anche nell’analisi degli esiti della prova
assegnata nell’anno 2009 ([Bolondi, 2010]), a cui, come al precedente, abbiamo
contribuito.
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e per il secondo biennio: ad esempio, abbiamo osservato che per
costruire un senso della matematica che si fa a scuola & utile prima
esplorare la situazione e solo in seguito occuparsi della formalizzazio-
ne; e che & importante curare la comunicazione, poiché comunicare
e strettamente legato al comprendere. Tuttavia, oltre a queste, ce ne
sono altre piu trasversali, che ci proponiamo ora di illustrare breve-
mente e che richiameremo comunque in varie occasioni nella descri-
zione del percorso.

In primo luogo, per motivare gli studenti ed orientarne il lavoro, e
importante condividere con loro il quadro di riferimento, ossia gli obietti-
vi, i criteri, le scelte e le stesse attenzioni didattiche, almeno negli aspetti
piu significativi.

In questa prospettiva, la lezione si costruisce insieme alla classe:
non si riduce al docente che spiega e allo studente che ascolta e poi
ripete. Pertanto, da una parte si promuoveranno gli interventi dei ra-
gazzi e dall’altra si creeranno le condizioni affinché essi siano liberi di
esprimere il proprio pensiero e non si sentano giudicati. Ad esempio, &
meglio evitare richieste del tipo “dimmi” o “descrivimi il procedimento”,
e non ridurre la discussione ad un ping-pong tra docente e studente,
visto che per un confronto ricco serve I'apporto di molti e cosi ciascuno
puo contribuire all’apprendimento dei compagni.

Inoltre & opportuno abituare i ragazzi a giustificare le proprie afferma-
zioni e i procedimenti seguiti; e a farlo in modo completo, esplicitando
il soggetto e il verbo, come preciseremo nel prossimo capitolo. Cid non
e scontato per gli studenti, anche perché la comunicazione in ambito
quotidiano spesso prevede di non esplicitare ogni dettaglio, confidando
nel fatto che I'interlocutore sappia ricavare quanto serve dal contesto
o dalla propria esperienza, come chiarisce Ferrari in [Ferrari, 2021, da
pag. 31 a 34]. Anzi, secondo l'autore, proprio questa differenza pud
spiegare alcune difficolta a rispondere in modo esauriente in un conte-
sto matematico.

E altrettanto importante promuovere il passaggio da procedura ad
oggetto, ossia dal come si fa al cos’e. In particolare si tratta di appro-
fondire la differenza tra risolvere e rappresentare, e farla sperimentare
richiedendo entrambe — non solo il risultato — nelle varie attivita, come
abbiamo indicato nei volumi precedenti € come diremo anche nel pros-
simo capitolo.

Sono aspetti delicati e per un approfondimento di una buona parte
di essi rimandiamo a [Navarra, 2022], un testo rivolto al primo ciclo, ma
che dice molto anche al docente della scuola secondaria di secondo
grado.

Non e tutto. Va riservata la giusta attenzione anche ai fattori metaco-
gnitivi, alle convinzioni che lo studente ha sulla matematica e su di sé, e
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agli atteggiamenti. Dei primi due abbiamo gia parlato nell’Introduzione
dei volumi per il primo e il secondo biennio; proponiamo allora alcune
considerazioni sugli atteggiamenti, del docente, facendo riferimento a
[Zan, 2007]:

L’insegnamento ha grosse responsabilita anche nella costruzione di uno
scarso senso di auto-efficacia da parte degli allievi, che compare spes-
S0 in relazione ad un impegno intenso ma mal diretto. Se Iallievo non
€ in grado di interpretare il proprio fallimento in modo costruttivo (non
ha studiato in modo adeguato? non ha colmato le lacune che aveva?
non ha studiato a sufficienza prima di affrontare esercizi e problemi?
non ha capito qualcosa?...) e se l'insegnante non lo accompagna ed
aiuta in questo processo di interpretazione, finira per attribuire tale falli-
mento a mancanza di capacita, con grosse cadute a livello di senso di
auto-efficacia, oppure (cosa altrettanto negativa) a fattori esterni, quali
la difficolta del compito o la sfortuna. [...]

Questo realismo dell’insegnante a mio parere puo e deve essere coniu-
gato costantemente con un atteggiamento incoraggiante: il titolo che
Franta e Colasanti (1991) danno al loro bel libro 'arte dell’incoraggia-
mento esprime bene la difficolta di questo compito.

Insomma, noi docenti dovrernmo guidare gli studenti ad interpretare
le difficolta ed avere un atteggiamento assertivo. Ma, sostiene la ricer-
catrice, & importante pure prestare attenzione a non attribuire giudizi
alla persona ed essere realmente disponibili a modificare la propria va-
lutazione. In fondo, non € quanto richiediamo anche agli studenti?

Lo scarso senso di auto-efficacia si accompagna Spesso a convinzioni
su di sé debilitanti. Anche su questo I'insegnamento ha responsabilita.
[-]

Ma soprattutto troppo spesso il giudizio dato sulla prestazione viene in
realta esteso alla persona: non € il compito che viene valutato con un
‘4’, ma lo studente! Dichiarazioni quali "Sei sempre il solito!”, “Figurati
se non shagliavi i conti...”, ma anche, nel segreto del consiglio di classe,
“Lui € uno da 4”, “Lei & volenterosa ma non ci arriva...” sono rivelatrici di
come e facile passare dall’osservazione dei comportamenti dell’allievo
— peraltro circoscritta a situazioni estremamente limitate e organizzate
dall’insegnante come sono quelle dei compiti in classe, delle interroga-
zioni — ad un giudizio globale sulla sua persona. [...]

Inoltre a volte I'insegnante non € disponibile a modificare il proprio giudi-
zio su un allievo considerato inizialmente poco volenteroso o addirittura
poco capace. In realta in contesto scolastico sembra piti frequente un
effetto Pigmalione ‘inverso’, in cui cioé quelle che si rivelano predittive
sono le aspettative negative degli insegnanti: I'interazione con I'allievo
considerato ‘basso’ & caratterizzata da scarsi stimoli da parte dell’in-
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segnante, che spesso gli risparmia domande e richieste significative,
accontentandosi dell’esecuzione meccanica di qualche esercizio ripeti-
tivo. A questo si aggiunge il fatto che la stessa risposta viene interpreta-
ta in genere in modo diverso a seconda che a darla sia stato un allievo
considerato ‘basso’ oppure ‘bravo’ [...].

Cosa si trova nel volume

Il libro ha una struttura analoga a quella dei due volumi dedicati al
primo e al secondo biennio.

Precisamente, nel primo capitolo ¢ illustrato un possibile percorso
di matematica per la classe quinta del liceo scientifico e sono indicati
i materiali specifici realizzati a supporto del lavoro degli studenti.
Non si tratta semplicemente del racconto della nostra esperienza di
scuola, ma sono considerate criticamente anche le indicazioni della
normativa, le acquisizioni della ricerca in didattica della matematica
e quanto propongono i libri di testo. Insomma, sono esaminati molti
aspetti, e per questo a fine capitolo & proposta una sintesi di cosa
secondo noi & significativo affrontare, in che modo farlo € i tempi
indicativi richiesti.

Naturalmente la nostra & solo una proposta tra altre ragionevoli, &
ideata per il liceo scientifico, ma diversi aspetti si possono discutere,
almeno in parte, anche negli altri licei e negli istituti tecnici. Non va inte-
sa come una ricetta da seguire in ogni dettaglio, ma piuttosto come un
contributo per riflettere sulla programmazione e compiere poi le proprie
scelte didattiche.

Oltre a descrivere le scelte operate & importante mostrare come
queste si possono declinare concretamente nella pratica didattica, al-
trimenti il rischio € che le idee rimangano solo belle parole, convincano
magari noi docenti, ma poi non incidano davvero in cio che si fa a scuo-
la. Per questo nel secondo capitolo sono riportati alcuni esempi dei
materiali realizzati per gli studenti: i testi delle verifiche sommative as-
segnate alla classe seguita nell’arco dell’intero quinguennio e i materiali
relativi a due segmenti significativi del percorso, l'integrale e le equa-
zioni differenziali. Essi sono disponibili anche sul sito che gia ospitava
quelli per il primo e per il secondo biennio?, e si possono visualizzare e
scaricare liberamente.

% https://sites.google.com/unitn.it/currmatsssg
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| materiali: uno strumento indispensabile

| materiali realizzati sono di diverse tipologie, ciascuna con obiettivi e
modalita d’uso ben precisi, che ricordiamo brevemente anche attraver-
S0 le parole impiegate nel volume del primo biennio.

Tracce di attivita e file GeoGebra o fogli di calcolo mediante i quali
alcune di esse sono realizzate. Le indicazioni e i suggerimenti pro-
posti possono essere presentati agli studenti anche gradualmente,
in modo da non limitare la loro liberta di esplorare e per lasciare piti
spazio al confronto tra loro e alla discussione collettiva.

Infatti, di solito & preferibile presentare le richieste nella forma di
problemi aperti, sollecitando i ragazzi a formulare congetture, a
giustificarle e ad argomentare, come sostiene Mariotti in [Ma-
riotti, 2022, cap. 5]. Piuttosto, le precisazioni riportate nel testo
sono utili al docente per formarsi un’idea piu chiara degli obiettivi
dell’attivita e di come si possa declinare in classe, pur nel rispetto
dei tempi di apprendimento degli studenti e valorizzando le loro
intuizioni.

Anche in questo noi insegnanti abbiamo molte responsabilita. Lo
stabilisce, ad esempio, lo studio [Silver, 2009], in cui si osserva
che le modalita di organizzazione della lezione e le convinzioni
sulle metodologie didattiche condizionano fortemente le produ-
zioni degli studenti; precisamente, si mostra come le classi che
hanno ottenuto valutazioni basse nei test PISA e TIMMS sono
quelle in cui il docente si sostituisce ai ragazzi indirizzando la ri-
soluzione, oppure concentra 'attenzione sui prodotti invece che
Sui processi.

Fogli di attivita costituiti da esercizi e semplici problemi per investi-
gare aspetti specifici oppure per consolidarne altri. Sono pensati per
essere generalmente svolti in modo autonomo dai ragazzi, indivi-
dualmente oppure in piccoli gruppi [...].

Anche per questi materiali i suggerimenti riportati nel testo van-
no presentati con attenzione. Sono comunque pochi e possono
costituire un utile riferimento quando il lavoro viene assegnato a
casa.

Dispense su argomenti importanti e che di solito sono affrontati in
modo diverso nei libri di testo. Si possono assegnare dopo la lezio-
ne come riferimento per lo studio oppure si poSSono commentare
direttamente in classe mediante una discussione collettiva. Tuttavia
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alcune si prestano ad essere esaminate prima individualmente, in
modo da sviluppare I'abilita di imparare cose nuove a partire da cio
che si sa. Precisiamo che questi materiali sono una sintesi; percio in
classe € bene prevedere pit passi di quelli indicati nel testo e coin-
volgere attivamente gli studenti nella discussione.

In ogni caso, di norma, le dispense vanno consegnate in un se-
condo momento e costituiscono un riferimento per la rielabora-
zione personale, che integra le esplorazioni dei ragazzi e i loro
appunti, ma non li sostituisce. Come nel percorso relativo al se-
condo biennio, alcune sono arricchite con file GeoGebra, utili per
prendere confidenza con gli oggetti matematici introdotti e per
aiutare lo studente a costruire una propria rappresentazione; per
questo, anche nei casi in cui sono gia stati visualizzati in classe,
€ bene tornare ad esaminarli individualmente.

e Testi di verifiche assegnate nelle nostre classi; sono utili anche per
l'autovalutazione o per il consolidamento.

e letture e video che integrano i materiali che abbiamo costruito
nell’ambito del Progetto.

In definitiva, i materiali realizzati costituiscono un supporto impre-
scindibile per le attivita didattiche e, in alcuni casi, possono addirittura
sostituire alcune parti del libro di testo; ad esempio, quelle relative alle
funzioni continue e alle funzioni derivabili. Tuttavia, lo abbiamo gia os-
servato nei volumi precedenti, disporre di un manuale & ancora impor-
tante per gli studenti, sia per sviluppare I’autonomia sia per guardare da
pit angolazioni ai temi affrontati.

La parola a docenti e studenti

Prima di entrare nel vivo della questione e illustrare la nostra propo-
sta e le sue ragioni, ci sembra utile riportare le parole di alcuni docenti
che hanno sperimentato in classe il percorso — naturalmente ciascuno
secondo il proprio modo di intendere I'insegnamento e I'apprendimen-
to —, e quelle degli studenti che lo hanno seguito e per i quali € stato
progettato. Iniziamo dai docenti.

Il mio ricordo, da studente, della matematica del liceo e quello di un
repertorio di tecniche e formule ricco e vasto, ma spesso calato dall’alto
e del quale era difficile cogliere il senso, perché raramente motivato da
contesti significativi; quindi lo si accettava quasi sempre con un atto di
fede, di solito memorizzando delle procedure.
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Deciso a proporre alle mie classi un’esperienza diversa, mi sono trovato
fin da subito in sintonia con il percorso proposto in questo libro. Per
vari aspetti, ma tre su tutti: I'apprendimento come conquista perso-
nale dello studente, attraverso I'esplorazione laboratoriale dei concetti
matematici che precede e prepara la formalizzazione; i contesti signi-
ficativi come punto di partenza e (insieme) di arrivo di ogni esperienza
didattica, grazie al quale gli esercizi pit tecnici acquisiscono una moti-
vazione convincente; la selezione accurata degli obiettivi didattici, con
attenzione alla loro consequenzialita e con il coraggio di scegliere cio a
cui dare davvero importanza. Quest’ultimo e forse I'aspetto al quale ho
inizialmente fatto piti fatica ad adattarmi: perché lasciare che gli studenti
perdano tempo a cercare spontaneamente le soluzioni di una equazio-
ne differenziale, quando invece si puo fornire alla lavagna la lista di tutti
gli algoritmi di risoluzione per ogni ordine e tipo? Ma dopo aver provato
il percorso ho imparato a capovolgere la domanda: perché imporre agli
studenti la memorizzazione di procedure complesse che non saranno
in grado di ricostruire da soli (e che quindi dimenticheranno dopo il
momento della valutazione), quando con un lavoro pit lento ma pit
profondo si possono gettare basi solide affinché essi possano muoversi
in autonomia, imparando anche un approccio con il quale ampliare,
all'occorrenza, quelle basi? (Andrea).

L’ultimo anno del liceo € un percorso di sintesi, in cui dovrebbero essere
consolidate le modalita, le abitudini, 'approccio alla risoluzione dei pro-
blemi. Gli argomenti trovano compimento e gli studenti sentono di po-
ter gestire autonomamente molte tematiche. Diventa sempre piu facile
(finalmente!) per il docente gestire I'apprendimento, perché gli studenti
sono pit autonomi e guidano loro stessi nell’apprendimento.

La dimestichezza con il calcolo diventa pit evidente. Ci si pud concen-
trare maggiormente sui ragionamenti e sulle dimostrazioni: giusto per
fare un esempio, la trattazione dei teoremi sulle funzioni continue e de-
rivabili durante I'ultimo anno € una scelta che permette allo studente di
focalizzarsi sul senso dei teoremi e sulle loro conseguenze, dato che gli
aspetti di calcolo sono interiorizzati. Nell’affrontare i problemi, si giunge
anche a soluzioni non codlificate, piti ragionate e personali.
Fondamentale il lavoro svolto negli anni precedenti, 'approccio a spira-
le, che permea tutto questo percorso sul curricolo (Alessandra).

Frequentare il corso di laurea in matematica presso I'Universita di Trento
mi ha fatto riflettere molto sulla didattica e sulle strategie di insegnamen-
to, dandomi numerosi spunti che ho sempre ritenuto di poter portare
nel mio metodo di insegnamento.

Quando mi e stato proposto questo progetto non ho avuto alcun dub-
bio che potesse essere il naturale prosegquimento del mio percorso di
studi. Ritengo che tutte le questioni didattiche affrontate all’universita
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abbiano trovato la corretta collocazione in un percorso ragionevole e
coerente con gli obiettivi dell'insegnamento della matematica. Sapere
che la ricerca in didattica, I'Universita, i docenti collaborano per aiutare
gli studenti a far propria una disciplina talvolta cosi ostica, insieme al co-
Stante confronto con chi come me ha deciso di abbracciare questo pro-
getto, mi ha reso determinato e pienamente convinto della sua efficacia
(Nicholas).

Preside: “in due parole, come convincerebbe gli altri colleghi a seguire
il metodo di Trento?”

lo: “direi di guardare gli occhi dei ragazzi: se sono attivi mentre fanno
matematica. Se I'importante e il bene dei ragazzi, non devono essere
passivi, fermi sul banco, ad ascoltare una lezione. Osservare se sono
desiderosi ed entusiasti di essere II”. In effetti, si accende la passione e
la curiosita; sono loro a chiedere di fare matematica cosi (Chiara).

Quest’anno ho preparato per I'Esame di Stato una classe quinta che
ho preso per la prima volta in quarta. Anche per questo non ho potuto
seguire la scansione del programma proposta nel corso sul currico-
lo di matematica frequentato al Liceo Da Vinci. Ho pero condiviso e
cercato di applicare costantemente la visione di fondo promossa dai
colleghi Cappello e Innocenti. Visto anche I’elevato numero di carenze
nella classe ho dovuto operare in ogni momento delle scelte didattiche
funzionali a consolidare i concetti fondamentali e a costruire competen-
ze durature, senza disperdere energie e puntando sempre all’essenzia-
le. Ho trovato percio di grande aiuto fare riferimento alle motivazioni e
agli spunti offerti dal corso grazie ai quali ho archiviato definitivamente
la logica del: “Preparo al meglio i miei studenti all’Esame se affronto
tutti gli argomenti, in tutte le possibili applicazioni, al massimo grado di
difficolta”.

Ho infatti aderito, con buona soddisfazione finale, alla logica del: “Pre-
paro bene i miei studenti al’lEsame se riesco a dotarli di strumenti ef-
ficaci e a promuovere la capacita di utilizzarli in modo consapevole e
flessibile in contesti diversificati” (Michela).

Seguire questo percorso mi ha permesso, negli ultimi anni, di accom-
pagnare le classi quinte verso la maturita senza affanni e per questo ha
rappresentato per il mio modo di insegnare la matematica un passo
avanti significativo. In precedenza mi ritrovavo sempre con diversi ar-
gomenti impegnativi da affrontare e poco tempo a disposizione, invece
ora il fatto di iniziare la quinta disponendo gia degli strumenti di calcolo
relativi a limiti e derivate lascia come scoglio piti ostico da superare per
i ragazzi gli integrali. Dedicarsi a riprendere e completare alcuni temi in
precedenza rimandati, come continuita e derivabilita e i teoremi classici,
diventa un’occasione per ripassare e consolidare limiti e derivate: quan-



do gli studenti tornano ad utilizzarli, spesso li vedono con un occhio
diverso rispetto al momento in cui vengono introdotti ed € pit facile che
riescano a farli propri.

Questa impostazione lascia dunque il tempo per affrontare diversi que-
Siti e problemi di riepilogo, ulteriore occasione di ripasso in vista dell’E-
same di Stato. Il quinto anno rappresenta cosi il culmine di un lungo
percorso caratterizzato da un filo conduttore ben riconoscibile da parte
di docenti e studenti, costituito da principi di insegnamento chiari e co-
erenti (Paolo).

Il materiale autentico proposto nel progetto e coerente con le indica-
zioni, e i commenti e le motivazioni delle scelte richiamano non solo le
indicazioni ufficiali dei piani ministeriali, ma anche i testi di didattica della
matematica che hanno fatto scuola. Le scelte operate nella stesura del-
le lezioni hanno il pregio di avere un senso compiuto sia relativamente
agli aspetti teorici sia per cio che riguarda gli aspetti applicativi. Altra
attenzione dei due docenti che ha caratterizzato tutto il progetto € quella
di aver tenuto sempre presenti obiettivi alti, puramente disciplinari, con
uno sguardo all’universita con cui entrambi hanno collaborato. Non si
sono pero scordati della necessita di motivare gli studenti anche pit
giovani o pit fragili, proponendo problemi di realta, a partire da quelli piti
semplici ma mai banali, e mostrando come la matematica possa essere
uno strumento per la loro risoluzione. | libri sono arricchiti da proposte
di esercizi e verifiche, e da un’ampia raccolta di materiale disponibile
online, frutto in primo luogo del lavoro dei due docenti, ma anche im-
preziosito dal confronto con numerosi colleghi che hanno seguito i corsi
di aggiornamento da loro tenuti. Un punto di forza del progetto € stato
infatti la capacita dei due docenti di tracciare la direzione incentivando
lo scambio di buone pratiche disciplinari, riuscendo a creare una comu-
nita didattica che ha collaborato ragionando sulle lezioni e sui materiali
proposti, e fornendo cosi a tanti colleghi I'occasione di cogliere nuovi
spunti, oltre che di esplicitare visioni ed intenzioni didattiche.

Per questi motivi ritengo che l'intero progetto sul curricolo della mate-
matica sia stato per me un’occasione di arricchimento culturale e pro-
fessionale, e mi fa piacere poter consultare anche questo terzo libro,
tenerlo fisicamente tra le mani, sfogliarlo e sottolinearlo, pur utilizzando
volentieri anche il materiale virtuale messo a disposizione dagli autori
(Clementina).

Ho utilizzato il materiale di questo libro in parallelo al libro di testo. Cre-
do che questi materiali abbiano il pregio di andare all’essenziale, che
non significa togliere o rinunciare a conoscenze o competenze, ma fo-
calizzare I'attenzione sui nuclei fondamentali. Infatti i problemi proposti
non sono mai banali, anzi possono risultare difficili per alcuni studen-
ti, sia perché obbligano a pensare (applicare le conoscenze in modo

19



20

non meccanico, ma riflettere sul loro significato), sia perché recuperano
conoscenze e competenze degli anni precedenti. Mi ritrovo molto in
questo modo di lavorare e credo sia quello che piu aiuta gli studenti a
costruire conoscenze e competenze che rimangano nel tempo.

Alcuni studenti lo trovano pero molto faticoso e difficile e tenderebbero a
volere serie di esercizi meccanici sullo stesso argomento. Per mediare e
completare, credo sia quindi necessario un testo pit corposo, il libro di
testo. Il materiale puo essere un riferimento per il docente per seleziona-
re gli argomenti da proporre o il loro bilanciamento, e come obiettivo a
cui arrivare: dopo aver costruito le conoscenze, gli studenti sono pronti
ad affrontare i problemi proposti in questo libro. Altre integrazioni che mi
sono trovata a fare per aiutare gli studenti sono esercizi e problemi piti
simili tra loro, per riprendere concetti e metodi con variazioni minime. Il
libro di testo € ancora utile, oltre che per questo, per far leggere almeno
qualche pagina, in modo che gli studenti provino a confrontarsi con un
testo anche complesso (Ester).

Ed ecco il pensiero degli studenti.

Da un punto di vista pit pratico, cio che mi ha aiutata di piti a rendere
concetti chiari e fruibili anche col passare del tempo € stato il fatto di
avere una didattica basata sulla partecipazione attiva alle lezioni, che
permette di arrivare insieme ai risultati.

Per questo, credo sia un metodo che da sicuramente piti soddisfazioni
durante il liceo ma anche dopo. Infatti, essendo improntato pit sulla
comprensione e sulla ricostruzione delle informazioni che sullo studio
mnemonico, ho rivisto I'utilita di quanto affrontato, in particolare durante
il quinto anno, anche studiando psicologia all’'universita (sia nella gestio-
ne di un grande carico di informazioni per un esame, ma soprattutto per
capire meglio i grafici e le analisi numeriche che incontro nei vari studi).
Oltre a questo, il programma riesce a far passare I'idea di una mate-
matica piu profonda, che va oltre il semplice calcolo, ed € quella che
personalmente ritengo sia importante avere (Maddalena).

Il metodo della professoressa mi ha aiutato molto perché partendo dal-
la risoluzione di problemi non banali e tentando di risalire sempre alle
motivazioni che si celano dietro ai calcoli, mi ha permesso di sviluppare
delle abilita nell’affrontare un quesito in maniera ordinata, chiedendomi
sempre quale metodo fosse proficuo utilizzare e arrivando con maggio-
re consapevolezza al risultato.

Ad esempio negli esercizi che svolgevamo alla lavagna oppure in grup-
PO, la professoressa ci invitava sempre a motivare | nostri ragionamenti.
Anche nelle verifiche era importante scrivere le giustificazioni ai calcoli:
in questo modo veniva dato rilievo al nostro ragionamento e anche se



non riuscivamo ad arrivare al risultato esatto, potevamo comunque ot-
tenere buona parte dei punti,

Quando mi € capitato di aiutare dei ragazzi di altre classi in matematica
mi sono reso conto di come fossero stati indotti a ragionare in maniera
eccessivamente meccanica, e di conseguenza non appena Si alzava la
difficolta dell’esercizio diventava per loro difficile capire come la formula
dovesse essere ricavata. Questo I'ho notato soprattutto negli esercizi
dove diventava necessario astrarre e avere una visione pit profonda
della matematica. Ad esempio nei problemi di modellizzazione, in cui
prima di fare calcoli bisognava capire come esprimere le incognite, per
costruire un modello matematico in grado di condurre al risultato.
Inoltre i frutti di questo metodo si sono visti anche all’esame TOLC di
psicologia, dove ho affrontato i vari quesiti serenamente, consapevole
del modo in cui stavo ragionando. Nella sezione relativa alla matematica
ho totalizzato infatti quasi la totalita dei punti a disposizione (Andrea).

I metodo che abbiamo sperimentato al liceo per affrontare la matema-
tica € stato sicuramente una sfida per me, in quanto era mirato a farci
comprendere i concetti fino in fondo e non solo ad imparare dei pro-
cedimenti macchinosi, richiedendo dunque una grande dose di impe-
gno e ragionamento. Per ogni unita di apprendimento, pero, una volta
Ssuperato lo scoglio iniziale e compreso il meccanismo giusto, la strada
poteva considerarsi in discesa.

Il fatto di cominciare, spesso, da un problema piuttosto che dalla spie-
gazione di un procedimento astratto, era molto stimolante e invitava
tutti noi studenti a cercare una soluzione con i nostri mezzi, invece di
fornirci immediatamente una formula risolutiva. A questo si aggiungono
laboratori ed attivita che io ho trovato molto divertenti e che mi hanno
fatto capire ancora meglio il “perché” di molte cose studiate in classe.
Ad 0ggi, frequentando la facolta di Odontoiatria e protesi dentaria, non
sono molte le occasioni in cui mi trovo a contatto con la matematica,
ma sento comunque di poter dire che il mio metodo di studio e stato
influenzato dal percorso che ho fatto al liceo, il quale mi ha fornito i
mezzi e la curiosita per comprendere a fondo ogni materia che studio
(Serena).

Le attivita che ci sono state proposte sono state in grado di stimolare
tutti i vari tipi di intelligenza, grazie ad esercizi di difficolta graduale, mai
banali, che richiedevano una comprensione piti profonda degli argo-
menti e una modalita di risoluzione creativa. Grazie agli esercizi proposti,
alternativi ai classici esercizi che usualmente si trovano sui libri di testo,
la preparazione € risultata completa e le tecniche risolutive sviluppate
a fine percorso potevano essere applicate, non solo in altri problemi,
ma anche trasversalmente in discipline diverse dalla matematica, per
esempio nella fisica (Alice).
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La professoressa ha sempre cercato di trasmetterci I'importanza di uti-
lizzare un linguaggio il pit corretto (a livello logico) e coerente possibi-
le e di giustificare ogni passaggio degli esercizi, rivolgendo particolare
importanza alle dimostrazioni (che vengono fatte a palate all’universita,
€ sono necessarie prima di poter utilizzare qualsiasi teorema). Questi
sono aspetti che hanno messo in difficolta molti ragazzi del mio corso, a
geometria 1, per esempio, ci & stato proprio detto “non sapete scrivere,
dovete assolutamente imparare a farlo”, aggiungendo poi che secondo
loro esse dovevano essere abilita gia acquisite. Ogni argomento viene
profondamente analizzato e agli studenti viene richiesto di comprende-
re | teoremi, le formule, e le dimostrazioni, in modo da essere capaci
di ricavarseli solo tramite ragionamento, e non banalmente impararli a
memoria. In questo contesto sento che il metodo di insegnamento della
prof mi abbia aiutato molto, il fatto di partire prima dal problema e da
Il poi ricavarsi gli enunciati necessari alla risoluzione € uno strumento
estremamente potente a livello mnemonico e permette spesso di svi-
scerare Il significato delle varie proposizioni, permettendo allo studente
di applicarle anche in contesti nuovi. | lavori di gruppo sono sicuramente
utili a questo scopo, in quanto chi e un po’ piti bravo puo provare a
passare il suo punto di vista ai ragazzi che magari hanno piu difficolta,
beneficiandone entrambi. Parafrasando in maniera un po’ simpatica:
all’universita non vogliono macchine (create da camion di esercizi), vo-
gliono intelligenze (Edoardo).

Nonostante il mio percorso universitario in business della moda non si
focalizzi sulle materie scientifiche, sono riuscita ad applicare gli inse-
gnamenti del percorso di matematica che ho seguito al liceo in diversi
domini.

Il ragionamento logico e I’elasticita mentale appresi grazie al metodo
insegnato, hanno facilitato la creativita richiesta in svariati progetti sco-
lastici e 'apprendimento di materie pit scientifiche come contabilita.

In molti progetti di branding, presentazioni di fashion shows e marketing
planning, il processo logico imparato ha certamente contribuito all’a-
nalisi richiesta e alle formulazioni di idee e concetti creativi. E infine, il
profondo lavoro fatto sulle percentuali e rateizzazione, ha semplificato il
mio apprendimento durante le analisi di contabilita d’azienda.
L’approccio inedito del percorso seguito al liceo ha inoltre ampliato la
mia visione della matematica, rendendola una materia piti umana e con-
cettuale (Elena).
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|. Un percorso per la classe guinta: le
scelte didattiche

Un percorso che tenga conto della normativa, risponda alle esigen-
ze degli studenti e dei loro docenti e in cui si possa fare matematica
davvero, nel senso indicato dai criteri didattici delineati nell’Introduzio-
ne, dalla costruzione di senso alla disponibilita a lungo termine di quan-
to appreso: & quanto ci siamo proposti di realizzare per la classe quinta
ed & quanto intendiamo ora illustrare.

Nel progettarlo ci siamo basati sulla nostra esperienza in classe, sul
confronto con vari docenti universitari e di scuola, sulle acquisizioni del-
la ricerca e sulle riflessioni che ne sono seguite. Riflessioni e confronto
che hanno accompagnato anche la sperimentazione del percorso in
diverse scuole e la sua revisione in vista della pubblicazione.

Del resto, costruire il proprio percorso € quanto richiedono ad ogni
insegnante le Indicazioni nazionali [MIUR, 2010], fino dalla Nota intro-
duttiva:

[...] le Indicazioni costituiscono I'intelaiatura sulla quale le istituzioni sco-
lastiche disegnano il proprio piano dell’offerta formativa, i docenti co-
struiscono i propri percorsi didattici [...].

Anche se poi, per il liceo scientifico, la seconda prova dell’Esame di
Stato rappresenta pur sempre un riferimento ineludibile, che vincola, o
perlomeno, orienta le decisioni dell’insegnante.

Il capitolo & cosi organizzato: nel primo paragrafo illustriamo a grandi
linee le principali scelte didattiche mediante le quali abbiamo iniziato a
declinare i criteri ricordati nell’Introduzione. Nel secondo descriviamo e
giustifichiamo piu nel dettaglio il percorso, e indichiamo come si colloca
al suo interno ogni materiale realizzato per gli studenti a supporto delle
attivita didattiche. Infine nel terzo paragrafo schematizziamo contenuti,
modalita didattiche e tempi, in modo da offrire un’immediata visione
d’insieme.

Naturalmente si tratta di una proposta, tra altre possibili; & ideata per
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il liceo scientifico e per I'opzione delle scienze applicate, ma vari suoi
segmenti e materiali si possono adattare per essere impiegati negli altri
licei oppure negli istituti tecnici.

1.1 Alcune scelte didattiche generali

Cosa proporre nella classe quinta? Di primo acchito, si potrebbe
pensare che ci sia ben poco da dire e che si tratti semplicemente di
esaminare tutto cio che non & gia stato affrontato nel primo e nel se-
condo biennio ma ¢ previsto dalle Indicazioni nazionali. In realta la que-
stione & piu complessa, soprattutto perché si deve decidere piu nel
dettaglio quali contenuti esaminare e come farlo; in particolare riguardo
ai temi che non comparivano nella normativa precedente [MPI, 1944],
ossia la geometria analitica dello spazio, le distribuzioni di probabilita e
le equazioni differenziali.

Prima di illustrare le nostre decisioni principali e il nostro punto di
vista, & opportuno ricordare brevemente i punti nodali del percorso re-
lativo al secondo biennio.

Come indicato in [Cappello e Innocenti, 2023], proponiamo di an-
ticipare la derivata alla classe terza e, precisamente, di costruirne la
definizione partendo da questioni significative che la motivino — come la
risoluzione di problemi di ottimizzazione e la determinazione dell’equa-
zione della retta tangente al grafico di un funzione —, di interpretarla in
vari ambiti e di impiegarla come strumento in tali situazioni. Lidea ¢ di
farlo prima per le funzioni potenza e poi per le altre funzioni base?, fino a
considerare, nella classe quarta, la derivata delle funzioni composte. In
questa fase, dunque, I'attenzione ¢ rivolta soprattutto alla costruzione
del concetto, ai significati e agli aspetti operativi; in altre parole, a fare
esperienza di questo oggetto matematico. La derivabilita e i teoremi
classici sulle funzioni derivabili, come il teorema di Lagrange, possono
attendere fino alla classe quinta, quando gli studenti disporranno degli
strumenti per apprezzarli piu a fondo.

Proprio nel contesto della derivata si pud iniziare a guardare ai limiti,
seppure in modo informale, come peraltro & avvenuto storicamente; i
si precisera nella classe quarta, “mettendo le mani” sul comportamento
della funzione agli estremi dell’insieme di definizione mediante tabelle e
grafici, ma anche discutendo la definizione, almeno in alcuni casi ele-

% Ricordiamo che per funzioni base intendiamo le funzioni potenza (e dunque, in
particolare, le radici), le funzioni esponenziali e logaritmiche, le funzioni trigono-
metriche seno, coseno e tangente ¢ le loro inverse.
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mentari, e comungue gradualmente. Invece non c’e fretta di discutere
la continuita; in modo analogo alla derivabilita, preferiamo esaminarla
nella classe quinta, quando gli studenti potranno contare su un piu va-
sto bagaglio di esempi.

Tuttavia nel secondo biennio non c’e solo I’Analisi: va considera-
to anche il calcolo delle probabilita, come ricordano le Indicazioni na-
zionali, gia a partire dalla scuola primaria. Precisamente, nella classe
quarta, oltre a dare uno sguardo indietro e formalizzare la probabilita
condizionata, € utile darne uno avanti e introdurre lo schema delle prove
ripetute, un modello di base che prepara alle distribuzioni di probabilita,
previste comunque per la classe quinta.

Naturalmente si dovra anche completare 'esame delle funzioni
base, studiando le funzioni esponenziali e le funzioni trigonometriche, e
si dovra prendere confidenza con I'approccio della geometrica analitica
del piano, senza con questo approfondire le coniche in ogni dettaglio.
Meglio se si riesce anche ad affrontare qualche questione nell’ambito
della geometria sintetica dello spazio oppure a discutere la correlazione
e la regressione lineare, quale sviluppo della statistica del primo biennio.

Comunque, al di la dei contenuti, &€ importante curare precise abilita
matematiche e trasversali, tra cui interpretare un testo o una figura,
utilizzare piu registri di rappresentazione e passare consapevolmente
da uno all’altro, argomentare, comunicare. E un obiettivo ambizioso ma
realizzabile, come & stato sperimentato in parecchie classi.

Veniamo cosi alla classe quinta. Sulla base di quanto previsto per il
secondo biennio, ci sembra ragionevole iniziare dall’esame dell’integra-
le, con I'attenzione di non ridurlo al risultato di un calcolo. Cio significa
investigarlo in profondita ed evidenziarne I'indipendenza dal concetto di
derivata, e, di conseguenza, introdurre solo in un secondo momento le
primitive, a differenza di quanto propongono invece molti libri di testo.

In questa prospettiva si arrivera alla definizione partendo da lonta-
no, dal problema dell’area ma anche dal problema di precisare rigoro-
samente alcune grandezze fisiche, come il lavoro di una forza. Sono
questioni fondamentali e conducono entrambe a considerare un parti-
colare limite di somme; limite che dunque va studiato e interpretato in
vari contesti. Raccontare questi aspetti, pero, non basta; gli studenti
devono farne esperienza in prima persona, se si vuole che poi ricono-
scano quando in una data situazione compare tale limite e lo sappiano
esprimere come integrale.

Pure per questo tema riteniamo che non si dovrebbe ricorrere a
ricette di calcolo; ad esempio, in diversi casi si possono “aggiustare le
costanti”, ossia si ipotizza una possibile primitiva, la si deriva ed even-
tualmente si modifica la costante moltiplicativa in modo da riottenere
la funzione integranda. E non si dovrebbero considerare nemmeno si-
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tuazioni troppo articolate; in particolare, ha senso passare in rassegna i
volumi di tutti i tipi di solido proposti nei manuali in adozione?

A questo punto, per completare lo studio dell’ Analisi che tradizional-
mente si affronta al liceo, restano da esaminare le funzioni continue e le
funzioni derivabili. La nostra idea e di affrontarle in un unico segmento
del percorso e non in blocchi separati come invece € consuetuding, in
modo da focalizzare I'attenzione sullo sviluppo di alcune abilita fonda-
mentali, legate alla logica e alla comunicazione. Stiamo parlando dell’a-
nalisi delle ipotesi di un teorema — soprattutto della costruzione di op-
portuni controesempi —, della formalizzazione di un enunciato mediante
i termini e i simboli specifici, della giustificazione e della dimostrazione.

Altrimenti il rischio & che tali abilita si perdano tra gli aspetti operativi
dei limiti e delle derivate: ad esempio, se in una verifica le questioni re-
lative alla continuita sono relegate ad un paio di esercizi tra i molti altri
che vertono sul calcolo di limiti e sulla costruzione del grafico di funzioni,
puo capitare che alcuni studenti le trascurino, magari solo per ragioni
di tempo. Non & un inconveniente da poco, visto che sono in gioco
aspetti caratteristici del pensiero matematico, a cui fa esplicitamente
riferimento il Profilo culturale, educativo e professionale dei licei [MIUR,
2010c]:

Area logico-argomentativa

Saper sostenere una propria tesi e saper ascoltare e valutare critica-
mente le argomentazioni altrui. Acquisire I'abitudine a ragionare con ri-
gore logico [...]. Essere in grado di leggere e interpretare criticamente i
contenuti delle diverse forme di comunicazione.

Area scientifica, matematica e tecnologica
Comprendere il linguaggio formale specifico della matematica, saper
utilizzare le procedure tipiche del pensiero matematico [...].

In particolare, e fondamentale che gli studenti non si limitino a re-
citare enunciati o a riprodurre dimostrazioni proposte da altri, ma fac-
ciano proprie le definizioni e i risultati esaminati, e provino loro stessi
a costruire semplici catene deduttive, affinando cosi un’abilita che nel
percorso € curata fin dal primo biennio. Dunque, ancora una volta, si
tratta non tanto di studiare la matematica, ma di fare matematica e di
farla davvero.

Per quanto riguarda invece I'ordine cronologico, non ci sembra op-
portuno affrontare questo segmento del percorso subito dopo I'integra-
le. E meglio considerare un tema diverso, come la geometria analitica
dello spazio, per dare modo agli studenti di colmare eventuali lacune
sugli integrali e, nel contempo, di riuscire a comprendere quanto si di-
scute a lezione.
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Siamo cosi arrivati ai nuovi temi previsti dalle Indicazioni nazionali.

Discutere alcune questioni di geometria analitica dello spazio € im-
portante: innanzitutto poiché viviamo in uno spazio tridimensionale e
uno degli scopi didattici della geometria & contribuire a descrivere e
comprendere il mondo che ci circonda; ma anche perché prepara agli
spazi vettoriali, visto che R® costituisce un modello di riferimento in cui
gli studenti potranno interpretare e visualizzare le nozioni astratte dell’al-
gebra lineare, quando le incontreranno nei loro studi.

E utile aver esaminato nelle classi precedenti qualche aspetto della
geometria sintetica dello spazio; anzi, piu in generale, € utile sfruttare
il punto di vista sintetico, ad esempio per determinare I’equazione del
piano tangente ad una superficie sferica in un suo punto; lo abbiamo
gia evidenziato a proposito della geometria analitica nel piano.

Come previsto dalla normativa, si studieranno rette, piani e super-
fici sferiche. Con due attenzioni, relative alla retta, ma che si possono
estendere anche ad altri oggetti di questo segmento del percorso: esa-
minare prima alcune curve parametriche, in modo da comprendere me-
glio come costruire ed interpretare la sua equazione, e partire dal caso
bidimensionale, in modo da radicare le nuove conoscenze su quanto
gia si sa.

E la probabilita? In estrema sintesi diciamo che, a nostro awviso,
da una parte va ripensata la formalizzazione delle variabili aleatorie e
delle distribuzioni di probabilita proposta usualmente nei libri di testo,
e dall’altra vanno predisposte attivita che permettano agli studenti di
investigare tali oggetti matematici e costruirne alcuni significati.

Piu precisamente, proponiamo di considerare le variabili aleatorie
come “numeri casuali”, ossia come variabili numeriche il cui valore di-
pende dall’esito di un esperimento aleatorio — per esempio, il guadagno
ad un gioco, che varia in base al punteggio uscito nel lancio di un dado
—; non come funzioni, secondo quanto prevede invece la teoria della
probabilita, visto che, ad un livello elementare, di tali oggetti matematici
interessano soprattutto i valori. Si tratta poi di descrivere in modo effica-
ce le probabilita relative alla variabile aleatoria: ce ne occuperemo prima
nel caso discreto, considerando la funzione che fornisce le probabilita
dei “singoli” valori della variabile, e poi nel caso continuo, arrivando ad
introdurre la funzione densita; senza ricorrere a troppi termini specifici,
per evitare che gli studenti si confondano e si illudano che conoscere |l
nome comporti automaticamente possedere il contenuto.

Tuttavia in varie situazioni non interessano tanto i singoli valori di
probabilita, guanto una loro sintesi. Per questo, prendendo spunto dal-
la statistica, si costruiranno indici di posizione e di dispersione, anche
attraverso esperimenti e simulazioni al foglio elettronico.

Si dara, inoltre, uno sguardo alle distribuzioni notevoli indicate dalla
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normativa: la distribuzione binomiale si pud ottenere, sostanzialmente,
rileggendo nel linguaggio delle variabili aleatorie o schema delle prove
ripetute; della distribuzione normale basta esaminare gli aspetti proba-
bilistici di base, dato che I'andamento della funzione densita normale
e gli integrali che ne esprimono i valori di sintesi si possono discutere
gia nel percorso di Analisi; infine la distribuzione di Poisson, per quanto
significativa, a nostro awiso, € da proporre solo come approfondimento
alle classi piu solide.

Per concludere, le equazioni differenziali. E un tema vasto e ci si pud
chiedere se abbia senso affrontarlo nella scuola secondaria. Secondo
noi un senso ce I’ha, come indicato in [Anzellotti, Cappello, Innocenti,
2005]:

[Gli studenti] Devono conoscere situazioni e problemi geometrici e fisici
nei quali si trovano funzioni che sono legate fra loro da relazioni che
coinvolgono | valori della funzione e delle sue derivate, ad esempio:
u'=u, u" +u=0edevono essere consapevoli dell'importanza di questi
problemi per la nascita del Calcolo e per la rivoluzione scientifica a par-
tire dalla fine del Seicento. [...]

Esempi di soluzioni di equazioni differenziali dovrebbero anche venire
presto ed essere strettamente collegati allo sviluppo delle funzioni tra-
scendenti elementari: esponenziale, logaritmo, seno e coseno.

Non & perd quanto traspare dai libri di testo, che sembrano invece
preoccupati di fornire metodi risolutivi per diversi tipi di equazioni. Non
¢ facile svincolarsi da questa prospettiva, anche perché si potrebbe
pensare che, se al liceo si sviluppano specifiche abilita di calcolo, poi gli
studenti riusciranno a seguire meglio le lezioni all’'universita.

Noi riteniamo pero che a scuola, anche per coloro che proseguiran-
no gli studi in ambito scientifico, sia piu formativo discutere altri aspetti;
tra questi: costruire modelli differenziali di fenomeni fisici o di altra natura
(ad esempio, moti di corpi e crescite di popolazioni), congetturare e ve-
rificare soluzioni in casi semplici, interpretare le costanti della soluzione
generale, dedurre proprieta delle soluzioni direttamente dall’equazione
(ad esempio, mostrare che una data equazione ammette solo soluzioni
decrescenti). Eventualmente, per alcune classi, si puo pensare di di-
scutere la tecnica di separazione delle variabili, visto che non richiede
di ricordare formule specifiche e permette di risolvere diverse equazioni
che usualmente si considerano nella fase esplorativa. D’altra parte, le
Indicazioni nazionali non fanno alcun cenno a metodi risolutivi, mentre
sia per la derivata sia per I'integrale si premurano di citare esplicitamen-
te specifici aspetti di calcolo.
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E con questo abbiamo completato il quadro delle principali scel-
te didattiche alla base del percorso della classe quinta. Vedremo nel
prossimo paragrafo come si possono declinare in un percorso che sia
coerente con la normativa e risponda davvero alle esigenze di docenti
e studenti.

1.2 Un percorso
1.2.1 Llintegrale: da limiti di somme al calcolo

E un tema articolato e per questo preferiamo prima illustrare sin-
teticamente cosa ci sembra significativo discutere con gli studenti e
come farlo, ossia i contenuti e le modalita didattiche su cui si basa la
nostra proposta. Preciseremo poi tali aspetti nelle pagine successive,
descrivendo e giustificando piu nel dettaglio le scelte che si possono
compiere.

L'integrale va esaminato a fondo, investigandolo e costruendone
alcuni significati, visto che & un oggetto matematico basilare; in par-
ticolare, va evidenziata la sua indipendenza dal concetto di derivata:
I'integrale non & “il calcolo di primitive”.

Indipendenza che, perd, usualmente non si coglie nei manuali in
adozione nella scuola secondaria, a partire dalla scelta di affrontare
prima il calcolo delle primitive e solo in seguito introdurre 'integrale,
pur con qualche rara eccezione come il significativo testo [Paola et al.,
2017]. Questo approccio viene criticato anche in [Menghini, 1991] e,
per alcuni aspetti, nel classico saggio [Courant e Robbins, 2000, pag.
530 e 531]:

Molti autori introducono prima la derivata e poi definiscono I'integrale
“indefinito” semplicemente come l'inverso della derivata, dicendo che
G(x) e un integrale indefinito di fix) se G'(x) = f(x). Il loro procedimento
associa dunque immediatamente la derivata alla parola “integrale”. Solo
piu tardi si introduce la nozione di “integrale definito” come area o come
il limite di una somma, senza far rilevare che la parola “integrale” ora
significa qualcosa di totalmente diverso. In tal modo il principio fonda-
mentale della teoria & introdotto per la porta di servizio e lo studente €
seriamente ostacolato nei suoi sforzi per arrivare ad una vera compren-
sione dell’argomento.

In breve, il primo passo sara motivare 1o studio del nuovo oggetto

matematico, discutendo due problemi fondamentali che possiamo sin-
tetizzare in questo modo:
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Come si puo determinare I'area di un sottoinsieme del piano che
non sia un poligono?

Il lavoro di una forza é uguale al prodotto dell’intensita della forza per
lo spostamento?

Il confronto in classe, anche attraverso attivita esplorative, condurra
a considerare un limite di somme; un limite che interviene in diversi
contesti significativi, € che percid ha senso studiare ed indicare con un
nome specifico, quello di integrale appunto. Dopo averne approfondito
il significato, si pone il problema di come calcolario in modo efficiente?,
e questo portera ad introdurre il teorema fondamentale e dunque a de-
terminare primitive. Si discuteranno allora alcune tecniche, e lo si fara in
parallelo alla determinazione del valore di alcune grandezze, soprattutto
geometriche e fisiche; in altre parole, non si aspettera di aver esaurito
tutti gli aspetti di calcolo prima di impiegarli in situazione, poiché le due
attivita — calcolo e impiego — si arricchiscono a vicenda.

Si tratta dunque di un punto di vista analogo a quello adottato spes-
SO nel nostro percorso: per comprendere davvero e disporre a lungo
di quanto appreso, non basta applicare procedure e ripetere enunciati,
ma serve investigare in prima persona, “mettere le mani” sugli oggetti
matematici che si studiano, e riflettere sulle esperienze svolte e sulle
osservazioni effettuate.

Lo dice anche la ricerca, che invita a superare una conoscenza pu-
ramente procedurale per costruirne una di tipo concettuale o struttura-
le. La prima ¢ la conoscenza del linguaggio formale della matematica
nonché degli algoritmi e delle regole, mentre la seconda & la conoscen-
za di fatti e proposizioni che non rimangono isolati, ma sono collegati
tra loro in una rete di relazioni; anzi, la ricchezza di relazioni € proprio
I'aspetto che la caratterizza. Secondo [Hiebert e Lefevre, 1986] — ma
lo dicono diversi altri autori, pur con varie sfumature — € fondamentale
bilanciare i due tipi di conoscenza e far emergere gli aspetti concettuali
nascosti nelle procedure. Sappiamo che non & facile, ma riteniamo sia
indispensabile. Anzi, come sostiene Navarra in [Navarra, 2022, pag.
261], pur relativamente al primo ciclo:

La differenza tra i due punti di vista € sostanziale [...].

[...] una vera e propria rivoluzione copernicana sul piano concettuale:
al centro del sistema solare (matematico) non c’é pit la terra (i calcoli)
ma il sole ('uguale e la rappresentazione dei numeri). Per affrontarla é

* Sono comunque “pochi” gli integrali che si sanno calcolare effettivamente, anche
se tra questi ci sono vari casi importanti.
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necessario che il docente faccia i conti con il proprio sistema ‘tolemai-
co’ basato sulla priorita del calcolare, radicato nella profondita delle sue
conoscenze e delle sue convinzioni [...]. Non si tratta di negare I'impor-
tanza delle competenze legate al calcolo ma bisogna fare in modo che
€SS0 non sia considerato come centrale da divenire una zavorra per lo
sviluppo del pensiero matematico.

Fatte queste premesse, ci proponiamo di esaminare piu nel dettaglio
la nostra proposta.

| problemi dell’area e del lavoro di una forza, per iniziare

Nel percorso della classe terza abbiamo visto come, per costruire il
concetto di derivata, sia fondamentale operare con carta e matita sui
grafici di funzioni, in modo da fare esperienza diretta dei vari aspetti che
intervengono nella sua definizione. Il problema dell’area offre un conte-
sto analogo per costruire il concetto di integrale, € questa € la principale
ragione per cui proponiamo di partire proprio da tale questione, al di la
della sua importanza storica.

L’area

Calcolare aree € importante, per varie ragioni. Ad esempio, I'area
di un sottografico pud essere una misura dell'inquinamento dell’aria,
come dovrebbe emergere dall’attivita descritta nel file /nquinamento.
xlsx, in cui si confrontano le densita di polveri sottili PM10 rilevate in
alcune zone, tenendo conto che il parametro di valutazione stabilito
per legge € la densita media giornaliera (oltre ad un vincolo sulla media
annua). D’altra parte, lo vedremo nel paragrafo 1.2.4, I'area di alcuni
sottografici si pud interpretare anche come probabilita di un evento re-
lativo ad una variabile aleatoria continua.

Percio calcolare aree non € solo una questione geometrica o di in-
teresse puramente speculativo, ed & bene discuterne con gli studenti.

Il problema dell’area non € nuovo nel percorso. Abbiamo iniziato
nella classe prima con il calcolo dell’area dei poligoni, suddividendoli in
opportuni triangoli o rettangoli, sia nel piano cartesiano sia nel contesto
della geometria sintetica; ambito quest’ultimo in cui abbiamo giustifica-
to le formule relative ai quadrilateri notevoli. Nella classe successiva ab-
biamo ricavato I'area dei poligoni regolari, sfruttando gli strumenti della
trigonometria, e I'area del cerchio, approssimandolo mediante unioni di
triangoli e passando, per via intuitiva, al limite sul numero dei lati. Di qui,
interpretando 'ellisse come dilatazione della circonferenza, nel secondo
biennio si pud congetturare la formula che fornisce I'area del sottoinsie-
me del piano delimitato da tale curva.

Ma ci siamo occupati anche dei volumi g, in particolare, abbiamo
utilizzato il principio di Cavalieri per ricavare il volume della sfera e ab-
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biamo osservato che per i poliedri non si pud definire il volume me-
diante I’equiscomponibilita. Infine, nella classe quarta, disponendo della
nozione di limite, abbiamo potuto giustificare in modo piu adeguato la
formula dell’area del cerchio.

Nel complesso, quello descritto & un lavoro fondamentale, che per-
mette di affinare gradualmente il concetto di area e, tra I'altro, ne fa
emergere alcune caratteristiche essenziali: la non negativita, I’additivita
e la monotonia.

Su queste basi gli studenti possono affrontare il problema, indicato
prima, di determinare I'area di un sottoinsieme del piano che non sia
un poligono.

Per iniziare € utile esaminare un caso specifico, meglio se assegnato
su un foglio senza esplicitarne la descrizione analitica, cosi da indurre |
ragazzi ad esplorare la situazione in modo pit diretto, evitando di pas-
sare attraverso manipolazioni algebriche. Un esempio di questo tipo &
proposto nell’attivita Approssimazione di aree, mostrata nel paragrafo
2.2 insieme agli altri materiali realizzati sul tema; € pensata per la classe
quinta ma, volendo, si pu0 affrontare gia nel primo biennio.

Lidea & di sfruttare la quadrettatura e considerare opportuni pluriret-
tangoli contenuti nella figura e plurirettangoli che la contengono; in que-
sto modo si ottiene qualcosa di piu di un’approssimazione del valore
richiesto: si ottiene una sua stima, ossia un intervallo (i cui estremi sono
le aree dei plurirettangoli approssimanti per difetto e per eccesso) in cui
cade quella che intuitivamente diciamo sia 'area della figura. Del resto,
considerare le aree di figure geometriche come date e porsi il proble-
ma di calcolarle, non di definirle, era anche I'atteggiamento “ingenuo”
assunto dai matematici da Archimede fino a Gauss, come si legge in
[Courant e Robbins, 2000, pag. 487]; ma ne riparleremo a breve.

Ci si occupera poi del caso che piu ci interessa, ossia dell’area dei
sottoinsiemi del piano che sono sottografici di funzioni elementari su un
intervallo chiuso e limitato.

Come nella situazione precedente, ma utilizzando ora anche il lin-
guaggio delle funzioni, prima si troveranno alcune stime mediante op-
portuni plurirettangoli e si lavorera con carta e matita nonché con Geo-
Gebra, secondo quanto indicato nel foglio di attivita 7 e nell’attivita de-
scritta nel file RadiceApprossimazione.gghb®. Per determinare poi il valo-
re esatto, si passera al limite delle successioni delle aree dei plurirettan-
goli approssimanti che si sono cosi costruite, mediante il procedimento

5 1l file GeoGebra, come altri di questa sezione, & ispirato dalle attivita discusse
nell’ambito del Laboratorio DiCoMat €, in particolare, dai lavori di Stefano Pego-
retti.

34


https://drive.google.com/file/d/10bqH05Asf4FtVOXP8m6EhujWaJcHtmD5/view
https://drive.google.com/file/d/1WF0rLrJZll-i8amHrskW-qwC1rFPDEeN/view
https://drive.google.com/file/d/1hyRI_PubPEiHxSZszcZphjQ8E0V1VT_6/view

descritto in generale in [Villani, 2007, da pag. 174 e 176] e riportato di
solito nei libri di testo della scuola secondaria. Si osservera cosi, intui-
tivamente, che I'area del sottografico si pud esprimere come /imite® di
una successione del tipo S_ = 3" fix)Ax. Anzi, ed & bene chiarirlo con
gli studenti, tale limite, se esiste, € proprio una definizione di area di un
sottoinsieme del piano.

E gia importante essere giunti a questo fatto generale, tuttavia sug-
geriamo di andare oltre ed effettuare esplicitamente il calcolo in qual-
che caso notevole: ad esempio, per la funzione polinomiale di secondo
grado, e dimostrare cosi il teorema di Archimede, pur mediante un ap-
proccio moderno; oppure per la funzione x°. In particolare, & formativo
giustificare le formule che intervengono in tali situazioni, ossia le formule
per determinare la somma dei quadrati dei primi n numeri naturali e la
somma dei primi n cubi; lo si pud fare rigorosamente mediante il prin-
cipio di induzione oppure informalmente ricorrendo ad una opportuna
interpretazione geometrica’.

Approfondimenti. Per la generica funzione potenza x@ si pud invece far
riferimento alla lettura [Hairer e Wanner, 2000, pag. 33 e 34] che illustra
la dimostrazione proposta da Fermat, ottenuta suddividendo I'intervallo
sull’asse delle ascisse mediante punti che hanno coordinate in progressio-
ne geometrica. L'idea di fondo € analoga a quella dei casi precedenti, ma
il calcolo & piu articolato; pertanto si pud pensare di proporlo solo come
approfondimento per alcune classi o per alcuni studenti.

Approssimare il sottoinsieme mediante figure elementari non & tuttavia
I’'unico approccio possibile per trovare una stima dell’area. Ad esempio, si
puo sfruttare I'approccio frequentista alla probabilita e ricorrere ad un me-
todo, noto come metodo Monte Carlo, che spesso suscita la curiosita degli
studenti; € mostrato nell’attivita descritta nel file \VetodoMonteCarlo.ggb.

Il lavoro di una forza

Resta da affrontare I'altra questione posta all’inizio del percorso,
quella relativa al lavoro di una forza. Per fissare le idee, si pud consi-
derare la forza di intensita F(r) = /;—2 che una carica puntiforme ferma

Per una funzione qualsiasi, il limite delle aree dei plurirettangoli approssimanti per
difetto puo essere diverso da quello delle aree dei plurirettangoli per eccesso; tut-
tavia se la funzione & continua sull’intervallo chiuso e limitato, le due successioni
convergono allo stesso limite (in questa fase del percorso facciamo riferimento
all'idea intuitiva di funzione continua, nel senso indicato nella sezione 1.2.3). Non
serve comunque, a nostro awiso, approfondire la questione con gli studenti.
Una giustificazione grafica della seconda, nota come Teorema di Nicomaco, e
disponibile al link: https://it.wikipedia.org/wiki/Teorema_di_Nicomaco#:~:text=-
Si%20pu%C3%B2%200sservare%20che%20la,’n%2Desimo0%20numero %20
triangolare.
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esercita su una carica di prova e determinare il lavoro che essa compie
quando la carica di prova si sposta radialmente.

Analogamente a quanto discusso nel caso dell’area del sottografico
di una funzione, si suddivide il segmento su cui si muove la carica in
n intervallini di uguale lunghezza Ar, e si considera costante I'intensita
della forza su ciascuno di essi; pertanto il lavoro compiuto si pud ap-
prossimare con la somma ZLf(r,)Ar € si puod esprimere passando al
limite sul numero di intervallini in tale somma. Si tratta dunque di un
limite della stessa forma a cui conduce il problema dell’area, anche se
il contesto & diverso; € questo 'aspetto piu rilevante dell’intero proce-
dimento, il calcolo esplicito si effettuera in seguito, quando gli studenti
disporranno del teorema fondamentale del calcolo integrale.

Per comprendere meglio la situazione, pud essere utile disegnare
il grafico di F e tracciare opportuni plurirettangoli che approssimano il
sottografico, come propongono i testi di fisica in adozione nelle scuole.
Tuttavia il loro obiettivo & spesso quello di interpretare il lavoro come
area, mentre il nostro & piuttosto quello di aiutare gli studenti a pensare
il lavoro come limite di particolari somme; semmai, il fatto che questa
grandezza si possa visualizzare come area e una conseguenza del rap-
presentarla come limite. Ossia, schematicamente: non lavoro-area-limi-
te di somme, ma lavoro-limite di somme-area.

Un limite, vari contesti e la definizione di integrale

Il limite IM > f(x)Ax interviene anche in diversi altri ambiti, ai quali
Si pud accennare gia in questa fase anche se si approfondiranno piu
avanti nel percorso. Pertanto e utile studiarlo e ha senso attribuirgli un
nome, quello di integrale appunto.

La definizione di integrale, per semplicita, si pud dare per funzioni
continue e per suddivisioni dell’intervallo di integrazione [a, b] mediante
intervallini di uguale lunghezza, e ricorda dunque la formulazione propo-
sta da Cauchy nel 1823 ([Giusti, 2007, pag. 76]); in classe val la pena
osservare che & una buona definizione, nel senso che, nelle ipotesi indi-
cate, tale limite esiste® e non dipende dalla scelta dei punti x; in ciascun
intervallino.

L’enunciato € delicato, ma lo studente dovrebbe intravederne il sen-
so se prima ha operato sulle somme approssimanti in attivita esplorati-
ve come quelle illustrate nelle pagine precedenti. Per la stessa ragione
dovrebbe riconoscere che la notazione Iff(x)dx, introdotta da Leibniz nel
1684, & espressiva poiché sintetizza sia il processo di costruzione sia il

8 Se la funzione f non & continua, il limite che stiamo considerando pud non esi-
stere. Tuttavia non riteniamo che la questione vada approfondita con gli studenti,
almeno in questa fase.
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significato di integrale: il simbolo a sinistra richiama la somma mentre il
simbolo dx richiama la lunghezza dell’intervallino e ricorda il passaggio
al limite. D’altro canto deve essere chiaro che I'integrale dipende solo
dalla funzione e dall’'intervallo in considerazione, come evidenziano al-
cuni testi universitari utilizzando invece la notazione j’;’f.

Prima di occuparci delle tecniche di calcolo, preferiamo investigare
la relazione tra l'integrale e 'area e, in questo contesto, discutere cosa
si puo dire dellintegrale di funzioni pari e di funzioni dispari su un in-
tervallo simmetrico rispetto all’origine, ma anche determinare il valore
di alcuni integrali interpretandoli come somma o differenza di aree di
figure elementari, ad esempio semicerchi e triangoli (prima parte del fo-
glio di attivita 1). Queste esplorazioni, tra I'altro, fanno emergere alcune
proprieta fondamentali dell’operatore integrale, quali la linearita, I’'addi-
tivita sul dominio di integrazione e la monotonia; & bene evidenziarle, in
modo da fornire un’idea della matematica moderna — volta allo studio di
strutture astratte e non di enti specifici, come & rimarcato in [Castelnuo-
vo, 2017, pag. 60 e 62] —, ma anche per focalizzare 'attenzione sulle
relazioni tra gli oggetti piuttosto che sulle procedure, e promuovere cosi
la conoscenza concettuale a cui miriamo nel percorso.

In aggiunta ci sembra importante discutere brevemente in classe
alcuni momenti dello sviluppo storico delle questioni esaminate, per di-
verse ragioni, ma soprattutto per mettere in luce il legame tra la nostra
disciplina e la cultura, per mostrare che la matematica & una materia
viva e per riflettere sugli oggetti che la caratterizzano, come chiarisce
Giacardi in [Giacardi, 2013].

Ad esempio, si pud osservare che il problema delle aree viene trattato
diffusamente fin dall’antichita, a differenza del problema delle tangenti:
gia Archimede si occupa dell’area del segmento di parabola e di altre
figure, ed emergono presto problemi analoghi, come il calcolo del volu-
me € del baricentro dei corpi. Il loro studio subisce un forte impulso alla
fine del Medioevo a causa dello sviluppo economico in Europa e delle
scoperte geografiche ([Alexandrov et. al, 2000, pag. 158] e [Giusti, 1989,
da pag. 267 a 269]); finché nel XVII secolo 'urgenza dii risolverli, oltre alla
disponibilita di nuovi strumenti matematici, porta alla nascita del calcolo
infinitesimale, come e ben delineato nella lettura desunta dal classico te-
sto [Klein, 1999, da pag. 399 a 401] e adatta anche agli studenti.

Un legame non banale: il teorema fondamentale del calcolo
integrale

Costruita la definizione di integrale e discussi gli aspetti concettuali,
si pone il problema di come effettuare il calcolo: in classe si pud osser-
vare che solo in pochi casi si riesce a determinare direttamente il limite
richiesto e per questo serve trovare una diversa strategia.
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Si introdurra allora la funzione integrale, se ne esamineranno alcuni
esempi, e si discutera la sua interpretazione geometrica come area. |l
passo principale e investigare la sua relazione con la funzione da inte-
grare: in alcuni casi elementari gli studenti dovrebbero essere in grado
di ricavarne presto I’'espressione; in altri, invece, possono ricorrere a
GeoGebra e formulare alcune congetture, magari mediante I'attivita de-
scritta nel file Funzionelntegrale.ggb.

Tale relazione ¢ stabilita dal teorema fondamentale del calcolo inte-
grale. La sua dimostrazione & formativa e nemmeno troppo articolata,
ma secondo noi va esaminata nel dettaglio solo piu avanti, quando gli
studenti disporranno delle definizioni e dei teoremi coinvolti — in parti-
colare, della nozione di continuita — e potranno apprezzare I'albero ge-
nealogico del teorema proposto in [Hairer e Wanner, 2000, pag. 242],
uno schema espressivo che riporta i principali risultati sottesi e mostra
le loro implicazioni. Del resto, il primo scritto in cui compare la sostanza
dell’enunciato & del 1670, mentre la prima dimostrazione per le funzioni
continue ¢ stata proposta ben piu di un secolo dopo, da Cauchy.

Tuttavia una giustificazione informale si puo discutere gia in questa
fase, in modo che i ragazzi si convincano della ragionevolezza del risul-
tato: nel caso di una funzione non negativa, la differenza tra i valori della
funzione integrale negli estremi x, € x, + h di un “piccolo” intervallo, os-
sia I'area del sottografico in [x,, X, + h], i pud approssimare con I'area
del rettangolo che ha come base tale intervallo e altezza di lunghezza
uguale al valore della funzione integranda in x,,. Di qui, dividendo per h,
si ricava che il tasso di variazione medio della funzione integrale in x,
si pud approssimare con il valore della funzione integranda in x,. Na-
turalmente, questa argomentazione non & una dimostrazione, ma ne
rispecchia comunque la struttura e le idee di fondo, e pertanto € gia
molto dal punto di vista didattico.

Ancora in questa fase, € importante chiarire la portata del teore-
ma: esso stabilisce una precisa relazione tra I'integrale e la derivata e
dunque tra il problema delle aree e il problema delle tangenti; inoltre,
consente di calcolare in modo efficiente diversi integrali, proprio come
ci eravamo proposti.

Per illustrare tale conseguenza operativa del risultato, bastera in-
trodurre la nozione di primitiva di una funzione (ora si che servel) e poi
ricavare la nota formula che esprime l'integrale in termini dei valori as-
sunti da una primitiva negli estremi di integrazione. Per farlo ci si pud
limitare al caso in cui la funzione f &€ non negativa su un intervallo [a, b],
dove a > 0, e la funzione integrale & F(x) = [}f(t)dt: con I'aiuto di una
rappresentazione grafica, si comprende che I'integrale in esame, ossia
I'area del sottografico di f su [a, b], si pud esprimere come differenza
tra le aree F(b) e F(a). Inoltre questa differenza non dipende dalla scelta
della primitiva di f; infatti, fissata una primitiva della funzione, tutte le al-
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tre sull’intervallo si ottengono sommando ad essa una costante, come
mostreremo pit avanti nel percorso (il fatto che quest’ultime siano pri-
mitive si dimostra immediatamente). Si conclude cosi che, per determi-
nare l'integrale, basta trovare una qualsiasi primitiva di f.

In alternativa, si pud considerare la funzione integrale F(x) = [ f(t)dt,
cosi F(b) e uguale all'integrale richiesto e Fa) = 0. Lidea e di sche-
matizzare genericamente® il suo grafico su un intervallo [a,b] e poi
quello di una qualsiasi primitiva G della funzione integranda, traslan-
do a piacere il primo grafico lungo I'asse delle ordinate. Ragionando
su tale rappresentazione si dovrebbe riuscire a comprendere che vale
F(b) = G(b) — G(a), e concludere ancora che I'integrale richiesto & uguale
alla differenza tra i valori di una primitiva della funzione negli estremi
dell'intervallo. In fondo si tratta solo di leggere su un grafico la dimo-
strazione che classicamente viene proposta mediante manipolazione dli
simboli, ma che a noi sembra meno espressiva.

In definitiva, il calcolo degli integrali € ricondotto a quello delle primi-
tive. Ce ne occuperemo subito, ma prima vogliamo tornare a dare uno
sguardo ai libri di testo. Essi spesso indicano I'insieme delle primitive di
una data funzione come “integrale indefinito” e l'integrale come “inte-
grale definito”, ossia attribuiscono nomi analoghi ad oggetti matema-
tici diversi; cosi pero rischiano di confondere lo studente, inducendolo
a pensare che anche i due oggetti matematici siano, circa, la stessa
cosa. L’ambiguita, a cui peraltro si accenna nella citazione riportata
nelle pagine precedenti, € alimentata anche dal fatto che si indicano
entrambi praticamente con lo stesso simbolo.

Pertanto ci sembra opportuno ricorrere solo ai termini “integrale” e
“primitiva”, ed evidenziare in classe che essi riguardano enti di natura
diversa: un numero, il primo, una funzione, il secondo. Scegliere i nomi
€ importante.

Poi il calcolo di primitive, ma non solo
Quali, quando e come? Sono queste, in estrema sintesi, le questioni
che intendiamo affrontare sulle primitive.

* Quali tipologie di primitive considerare?
Le Indicazioni nazionali precisano (ma non troppo) di non insistere

° Naturalmente, visto che stiamo esaminando una generica funzione f, non & pos-
sibile tracciare il grafico della sua funzione integrale. Stiamo dicendo di disegnare
un grafico qualsiasi (di una funzione non negativa che abbia uno zero nel punto
a) e di decidere insieme agli studenti che esso simboleggri il grafico della generica
funzione integrale in esame.
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sulle tecniche di calcolo, come del resto invitano a fare piu in gene-
rale per I'intero curricolo:

Non sara richiesto un particolare addestramento alle tecniche del calco-
lo, che silimitera [...] alla capacita di integrare funzioni polinomiali intere
e altre funzioni elementari, nonché a determinare aree e volumi in casi
semplici.

Ci sembrano criteri ragionevoli € mostreremo di seguito come si
possano declinare nel percorso, anche attraverso i fogli di attivita
realizzati per lo studente.

* Quando esaminarle?

Abbiamo gia esposto le ragioni per cui € opportuno occuparsi delle
primitive solo dopo aver introdotto I'integrale e il teorema fondamen-
tale del calcolo integrale. Con 'attenzione didattica di non confinare
in due fasi distinte del lavoro il calcolo delle primitive e il loro impiego
nella determinazione di aree, volumi e altre grandezze: tali questioni,
infatti, da una parte motivano il calcolo e dall’altra ne mostrano I'ef-
ficacia.

Precisamente, si discuteranno prima le primitive delle funzioni base
e delle pit semplici funzioni elementari, ossia le funzioni della forma
flax + b) dove f & una funzione base, e questo permettera di affron-
tare subito alcuni quesiti del foglio di attivita 7.

Ci si dovrebbe presto rendere conto, perd, che tale approccio non
permette di ricavare le primitive di tutte le funzioni base, ad esempio
della funzione logaritmo e delle sue potenze, e nemmeno di alcune
funzioni elementari come f(x) = Ax°e®*, che riveste un ruolo impor-
tante in fisica’®. Pertanto & opportuno accrescere il bagaglio degli
strumenti a disposizione ed introdurre la formula di integrazione per
parti. Esercizi di riferimento si trovano nel foglio di attivita 2, accanto
ad altri rivolti al consolidamento e all’approfondimento delle questio-
ni esaminate in questa prima parte del percorso sull’integrale; natu-
ralmente & utile ricorrere anche al libro di testo, purché si scelgano
con accuratezza i quesiti da affrontare, evitando in particolare quelli
artificiosi o inutilmente complicati.

Restano ancora alcune tipologie di primitive da considerare. Tutta-
via preferiamo esaminarle dopo una verifica sommativa, quando gli

1% integrale di una funzione di questa forma esprime la probabilita che I'elettrone
dell’atomo di idrogeno (nello stato fondamentale) si trovi all'interno di una sfera di
raggio x e centro il nucleo. Ne parleremo nella sezione 1.2.5.
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studenti avranno preso confidenza con il calcolo e sapranno dunque
gestirle con maggior consapevolezza e in modo piu autonomo.

Limpiego delle primitive in situazione non & automatico per i ragazzi,
e percio va discusso in classe. In particolare, nel calcolo di aree &
utile interpretare le figure come unione o differenza di opportune fi-
gure elementari, e... integrare i nuovi strumenti con quelli di cui gia si
dispone e che consentono un controllo maggiore sul procedimento
e sui risultati. Ad esempio, 'area del sottoinsieme del piano delimi-
tato dal sottografico di una funzione su un intervallo e dalla tangente
in un suo punto si pud calcolare per sottrazione, utilizzando anche
la formula dell’area del trapezio o del triangolo; non serve dunque
ricorrere sempre e solo all’integrale.

Come calcolarle?

Molti libri di testo propongono una tabella di primitive e ad essa
fanno esplicitamente riferimento negli esempi svolti e negli eserci-
zi, indicando la formula da applicare tra quelle elencate. Ma quali
obiettivi didattici pud mai avere un approccio di questo tipo, e, piu
in generale, quale idea di matematica promuove? Gli studenti gia
dispongono di una tabella che riporta le derivate delle funzioni base;
€ proprio necessario aggiungerne un’altra per le primitive”?
Secondo noi, € molto piu formativo dedurre le primitive delle funzioni
base direttamente dalla conoscenza delle loro derivate. L'unica ec-
cezione ¢, naturalmente, la funzione In x, della quale sara il docente
a fornire una primitiva, mentre in seguito sara ricavata dagli studenti
stessi per parti. In aggiunta si discutera perché una primitiva della
funzione 17 & Injx|.

Non serve ricorrere a formule preconfezionate nemmeno nel caso
un po’ piu generale delle funzioni della forma flax + b) dove f € una
funzione base: basta aggiustare le costanti, semplicemente tenendo
presente ad ogni passo la definizione di primitiva. Consideriamo, ad
esempio, la funzione sin(2x): in prima battuta € ragionevole ipotiz-
zare che una sua primitiva sia la funzione —cos(2x) o una funzio-
ne che abbia un’espressione analoga; per verificarlo, si pud nota-
re innanzitutto che vale D(-cos(2x)) = 2sin(2x) e, di conseguenza,
D(_COQS(ZX)Z — sin(2x). Questo consente di concludere che — MSZQ_XL
€ una primitiva della nostra funzione, coerentemente con quanto
previsto.

L’approccio ci sembra formativo, poiché richiede di operare su un’e-
spressione in modo attivo, secondo uno schema del tipo tentativo-
verifica, invece di limitarsi ad applicare una formula, o addirittura, di
integrare per sostituzione, come propongono invece alcuni libri di
testo. Un approccio che si dovrebbe utilizzare fin dalla classe prima,
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ad esempio per fattorizzare polinomi ([Cappello € Innocenti, 2022,
pag. 61]), e che dovrebbe diventare abituale per gli studenti, anche
se non & scontato per loro, visto che nella visione di senso comune
i termini “tentativo” e “aggiustamento” difficilmente sono associati
alla matematica.

Come affrontare poi I'integrazione per parti? In questo caso la re-
gola non si pud eludere; semmai si fara in modo che gli studenti la
sappiano ricavare, quando serve, dalla formula di derivazione del
prodotto e la utilizzino consapevolmente; in particolare, non si ap-
piattiscano al come si fa, ma si chiedano anche cosa dice la formula,
ossia curino gli aspetti concettuali, nel senso indicato nelle pagine
precedenti.

Tornando allo schema tentativo-verifica, osserviamo che I'errore

commesso, consapevolmente, al primo passo, permette di determi-
nare poi quanto richiesto. Approfittiamo allora dell’occasione per con-
dividere alcune riflessioni di carattere generale sull’errore nella pratica
didattica, tra le molte che si potrebbero proporre. La prima. Si dovrebbe
permettere agli studenti di sbagliare, nel senso indicato in [Zan, 2007,
cap. 2

Se I'insegnante per primo ha paura degli errori, tanto dal volerli preveni-
re con I'abbassamento di richieste e I’eliminazione di domande ‘troppo
difficili’, non c¢’é da stupirsi del fatto che il rapporto con la matematica di
molti studenti sia caratterizzato dalla paura di sbagliare. Un approccio
didattico che si pone I'ideale di “evitare errori” porta infatti I'allievo ad as-
sociare all’errore sentimenti negativi: paura o addirittura panico quando
I'esperienza di errore viene anticipata con I'immaginazione, frustrazione
0 vergogna una volta che l'errore e stato commesso.

[...] Un ambiente collaborativo, in cui I'attivita matematica e centrata
Sui processi anziché sui prodotti, in cui il senso di abilita e associato alla
consapevolezza di pensare piuttosto che alla correttezza del risultato,
permette di vivere positivamente anche I'esperienza di errore.

Inoltre &€ importante tener presente che I'osservazione e I'interpre-

tazione dell’errore non sono assolute, ma dipendono da diversi fattori,
come precisa la ricercatrice nello stesso capitolo:
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Il fatto che I'errore sia oggettivo, nel senso che testimonia I'infrazione di
norme esplicitate, non significa necessariamente che sia un indicatore
oggettivo di difficolta: viene scelto come indicatore, ed in questa scelta
sono owviamente presenti notevoli elementi di soggettivita, sia a livello
di osservazione che di interpretazione.

[...] Se, come spesso succede, I'osservazione e stata fatta in un com-



pito scritto, in una verifica, chi ha scelto, programmato tale verifica?
Chi ha deciso di mettere quell’esercizio e non un altro? Chi ha stabilito
che proprio quell’esercizio permettesse di riconoscere il raggiungimento
dell’'obiettivo didattico in oggetto? E chi ha stabilito che fosse significa-
tivo porsi proprio quell’obiettivo didattico?

[...] la valutazione dell’errore € associata alla sua interpretazione, ed in
questa interpretazione entrano in gioco le conoscenze dell’insegnante,
ma anche le sue convinzioni, i suoi valori, le sue esperienze. [...] se
I'insegnante & convinto che si tratti di osservazione oggettiva e non di
interpretazione, in presenza di un eventuale fallimento dell’intervento di
recupero tendera ad attribuire la responsabilita del fallimento stesso al
paziente, piuttosto che alla medicina.

Come si notera, sono gia molti gli aspetti discussi in questo seg-
mento del percorso; pertanto & opportuno fermarsi e verificare I'inse-
gnamento e I'apprendimento mediante una prova come verifica 7, che
mostreremo nel paragrafo 2.1 assieme a tutte le prove citate nel primo
capitolo. Naturalmente, quella sommativa & solo una delle modalita di
verifica che accompagneranno il percorso.

Sviluppi del calcolo

Per affrontare situazioni un po’ piu articolate serve disporre di ulte-
riori strumenti di calcolo. Si puo iniziare dalla determinazione di primitive
di funzioni, come xe**, che sono la derivata di una funzione composta:
in questi casi basta riconoscere la struttura, e dunque la primitiva & im-
mediata, anche se vari testi suggeriscono di ricorrere a tabelle oppure
al metodo di sostituzione.

Metodo che invece & utile per ricavare il valore di alcuni integrali a
partire da quello di altri noti. Un esempio tipico & il seguente:

Si sa che [3fix)ax = 3 e [,fix)dx = —5. Determina [:f2x)dx.

Del resto, 'integrazione per sostituzione & citata esplicitamente nel
Quadro di riferimento per I'Esame di Stato [MIUR, 2018], assieme a
quella per parti. E una conseguenza della formula di derivazione del-
le funzioni composte, tuttavia propendiamo per utilizzarla e giustificar-
la informalmente mediante la notazione di Leibniz, come descritto ad
esempio in [Courant e Robbins, 2000, pag. 526]. Precisamente, si trat-
ta di esprimere dx nella forma 9 dt pensando che “tutto va” come se
si operasse con differenze finite; ma & bene che gli studenti sappiano
che il procedimento non & formalmente corretto, anche se conduce allo
stesso risultato di quello rigoroso.

Non e necessario considerare ulteriori casi di sostituzione. Tutta-
via, se la classe & solida, si pud pensare di ricavare qualche primitiva
elementare, come Iﬁdx, che non richieda sostituzioni speciali, ad
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esempio non richieda di ricorrere alle formule parametriche della trigo-
nometria.

Approfondimento. Per calcolare gli integrali del tipo indicato nel quesito
precedente non serve utilizzare il metodo di sostituzione. Basta osservare
che vale [ fx)dx = 1[“’7‘ (X)X, come si puo ricavare intuitivamente con-
siderando il camb|amento dell’area rispetto ad una dilatazione di fattore
k # O dell’intervallo di integrazione. La dimostrazione si trova, ad esem-
pio, in [Apostol, 1991, pag. 101], ma I'aspetto rilevante & che in questo
modo si pud controllare semanticamente il calcolo e si gettano le basi per
comprendere I'integrale nel piano e nello spazio, quando lo si incontrera
all’universita.

E le primitive di funzioni razionali? Secondo noi ha senso occupar-
sene, non tanto per discutere ulteriori tecniche di calcolo, quanto per
riflettere sulla struttura dei polinomi e per fare algebra manipolando
un’espressione in vista di un obiettivo: ad esempio, se il denominatore
e di secondo grado e ammette due zeri distinti, Io scopo & esprimere la
funzione integranda nella forma LX+% se invece non ammette zeri
reali, lo scopo € completare il quadrato I contesto, inoltre, offre I'occa-
sione per effettuare la manutenzione della divisione di polinomi, anche
se spesso basta operare sulle frazioni mediante opportune addizioni e
sottrazioni; in ogni caso, quando serve dividere, preferiamo seguire |l
procedimento discusso in [Cappello e Innocenti, 2022, pag. 105], che
consiste nel determinare i coefficienti incogniti di quoziente e resto ri-
correndo semplicemente al principio di identita dei polinomi.

In quest’ottica non riteniamo necessario, € nemmeno opportuno,
classificare minuziosamente tutte le situazioni che si possono presen-
tare e pensiamo si possa omettere il caso denominatore di secondo
grado senza radici reali e numeratore di primo grado.

Non solo aree

Volumi di solidi, valori medi di funzioni su un intervallo, grandezze di
cui € nota la densita. .. sono ulteriori importanti ambiti in cui intervengo-
no in modo determinante I'integrale e gli strumenti di calcolo sviluppati
fino qui nel percorso. E che dunque & opportuno esaminare.

L obiettivo principale di questo lavoro € esprimere consapevolmente
una data grandezza mediante un integrale — per passi successivi: pri-
ma suddividendo I'intervallo in esame in intervallini di uguale lunghezza,
poi ricavando I'espressione del contributo elementare su ciascuno di
essi, ed infine passando al limite —, e saperlo fare anche a distanza
di tempo. Non basta applicare una formula, imparata a memoria, e
fornire il risultato; non basta fermarsi al quanto fa, ma ci si dovrebbe
occupare anche del cos’é. Altrimenti, come abbiamo osservato per la
nozione di derivata, il rischio & che gli studenti si limitino a svolgere cor-
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rettamente i calcoli e ad impiegare i nuovi strumenti solo se qualcuno
dice loro di farlo, ma non sappiano decidere autonomamente quando
CiO & opportuno. In particolare, vorremmo riconoscessero dal contesto
quando in un libro di fisica la somma di cui si sta parlando pud essere
espressa come integrale e, viceversa, sapessero esplicitare nel caso
specifico cosa significa che una data grandezza é un integrale.

In questa prospettiva, quali situazioni specifiche ha senso conside-
rare? E una domanda che i docenti si pongono spesso, non senza una
certa ansia, ma che non ammette risposte nette, anche a causa delle
(dis)continue variazioni dei contenuti della prova di matematica all’Esa-
me di Stato. Ciononostante ci sentiamo di condividere alcune nostre
convinzioni.

Riteniamo irrinunciabile esaminare i volumi dei solidi che si ottengo-
no mediante rotazioni attorno ad un asse parallelo al’asse x; questo
permette, tra I'altro, di dimostrare la formula del volume del cono e
del volume della sfera'’. Ed & ragionevole considerare anche sezioni
diverse dal cerchio, limitandosi magari a triangoli e rettangoli. Discutere
questi casi € gia ampiamente sufficiente: la rotazione attorno all’asse y
e i “gusci cilindrici” non ci sembra aggiungano molto dal punto di vista
didattico, e si possono dungue omettere del tutto oppure riservare alle
classi piu solide.

Analogamente, giustificare la formula che fornisce la lunghezza di
una curva nel piano ci sembra troppo articolato per lo studente del
liceo. Piu in generale, il rischio & che in classe si discuta “tutto”, ma
che poi ai ragazzi resti poco. Eppure, a volte, noi docenti ci sentiamo
a disagio se non proponiamo tutte le situazioni riportate nel testo; non
€ meglio invece selezionarne alcune, sviscerarle in profondita e cura-
re piuttosto I'abilita di analizzarne autonomamente altre sulla base di
quanto appreso?

Veniamo cosi ai materiali per gli studenti. La visualizzazione dei solidi
e delle loro sezioni € uno degli aspetti piu formativi ma anche piu delicati
per i ragazzi; soprattutto 'esame delle figure generate dalla rotazione
del sottoinsieme del piano delimitato dai grafici di due funzioni, e dun-
que di solidi con “buchi”. Per questo proponiamo' le attivita descritte
nei file SolidiRotazione1.ggb e SolidiRotazione?.ggb, che permettono di
esplorarli e di osservarli da varie angolazioni.

Invece esempi di calcolo di primitive e del loro impiego si trovano
nel foglio di attivita 3 e nel foglio di attivita 4. Lintento e di offrire spunti

" Quest’ultima & comunqgue gia stata ricavata nel blocco di geometria sintetica
dello spazio proposto per il secondo biennio.
2 Il lavoro & di Michele Avancini.
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significativi, fornire un’immagine immediata di cosa € opportuno saper
fare, e facilitare il confronto tra i casi di base, ad esempio proponendo
nello stesso esercizio piu tipologie di primitive; naturalmente, come per
gli altri segmenti del percorso, vanno considerati anche esercizi e sem-
plici problemi tratti dal libro di testo, in modo da consolidare e appro-
fondire quanto appreso.

Ulteriori questioni

Qual é il lavoro della forza del campo elettrico generato da una cari-
ca puntiforme ferma su un carica di prova quando questa si sposta
radialmente da un dato punto all’infinito?

La questione riprende quella proposta all’inizio del percorso e non
e di poco conto, anche perché mediante tale lavoro si definisce I'e-
nergia potenziale elettrica del sistema; in particolare, se esso fosse
infinito non si potrebbe scegliere I'usuale configurazione — ossia carica
di prova all’infinito — per fissare il livello zero dell’energia potenzia-
le ([Resnick et al., 1995, pag. 670]). Comunque il fatto che “somme
infinite” possano convergere non dovrebbe sorprendere gli studenti,
visto che ne hanno gia esaminato alcuni esempi nell’ambito delle serie
nella classe quarta.

Naturalmente il punto d’arrivo della discussione € la definizione di
integrale su un intervallo illimitato. Allo stesso scopo concorrono altre
attivita esplorative; ad esempio, si pud maggiorare I'integrale [;"2*dx
con la serie geometr/ca 2 (2) € minorare I 1 dx con la serie ar-
monica y ", glustlflcando le disuguaglianze medlante i grafici delle
funzioni 2~ e T e opportune funzioni costanti a tratti, come indicato
nelle attivita descritte nei file IntegraliSerie1.ggb e IntegraliSerie2.ggb.
In entrambi i casi dal carattere della serie si deduce quello dell’inte-
grale; inoltre la convergenza del primo integrale permette di stabilire la
convergenza di [*"e**dx, che riveste un ruolo fondamentale nell’ambi-
to della distribuzione normale.

In aggiunta si puo discutere la convergenza dell’'integrale notevole
If%dx al variare dell’esponente (ora mediante il calcolo di una primi-
tiva), e utilizzarla come riferimento per congetturare la convergenza o
la divergenza di altri semplici integrali. Se poi si interpreta tale integrale
come area, il risultato ottenuto permette di affermare che per alcuni
valori del parametro I'area del sottografico & finita, mentre per gli altri
non lo &, anche se tutti i sottografici sono illimitati; € un apparente pa-
radosso, che si pud approfondire mediante la lettura [Odifreddi, 2001,
pag. 253, 254], in cui ¢ illustrata anche un’espressiva interpretazione
geometricadeicasio=1e o =2.

Invece ci sembra meno rilevante dal punto di vista didattico lo studio
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dell'integrale di funzioni illimitate e, pertanto, riteniamo si possa trala-
sciare nella scuola secondaria.

Piuttosto & importante chiarire in classe che ogni funzione continua
ammette primitiva, ma ci sono molte funzioni continue le cui primitive
non sono esprimibili elementarmente, ossia non si POSSONO scrivere in
termini delle sole funzioni base mediante un numero finito di operazioni
scelte tra addizione (sottrazione), moltiplicazione (divisione) e composi-
zione; cid awviene, ad esempio, per la funzione e, a cui abbiamo gia
accennato, e per la funzione sin(x?), che interviene in ottica. D’altra parte
va osservato che di entrambe le funzioni € noto l'integrale sull’insieme
dei numeri reali's; se ne fa ricorso, ad esempio, nel quesito 1 del tema
assegnato all’Esame di Stato [MIUR, 2016], che tra I'altro richiede di
utilizzare la sostituzione:

E noto che | *~e**dx =1 [...]. Determinare inoltre il valore dei seguenti
integrali, motivando le risposte: [...] [* e dXx.

Per funzioni di questo tipo, il valore dell’integrale si pud comunque
approssimare mediante metodi di integrazione numerica, diversi dei
quali ricordano il procedimento utilizzato nelle attivita esplorative all’i-
nizio del percorso, visto che anch’essi prevedono di suddividere I'in-
tervallo di integrazione in intervallini € di approssimare la funzione con
opportune funzioni elementari. E bene accennarne agli studenti, an-
che se sara difficile trovare il tempo per analizzare qualche esempio in
classe, perlomeno se alla disciplina sono riservate quattro unita orarie
settimanali; eventualmente si pud pero progettare un approfondimento
in collaborazione con il docente di informatica.

In definitiva, sono dunque varie le questioni di cui ha senso occu-
parsi in questa fase e non tutte si riducono al calcolo di un integrale. Ne
proponiamo una sintesi nel foglio di attivita 5, mentre una rappresenta-
zione espressiva degli aspetti nodali della seconda parte del percorso
sull’integrale & fornita dall’esempio di verifica sommativa verifica 2,

Resta da precisare la dimostrazione del teorema fondamentale del
calcolo integrale e da approfondire I'esame della funzione integrale,
analizzando questioni piu articolate, come ricavare informazioni su di
essa note alcune caratteristiche della funzione integranda; lo richiede,
ad esempio, il problema 2 della prova assegnata al’Esame di Stato
[MIUR, 2016]. Ci sembrano invece troppo tecnici per lo studente del
liceo i quesiti in cui compare una funzione integrale “composta”, come

' Anche se la dimostrazione di questi risultati non & proponibile nella scuola secon-
daria.
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il numero 10 di tale prova. In ogni caso, preferiamo discutere piu avanti
nel percorso le questioni indicate, quando gli studenti avranno sviluppa-
to una maggiore sensibilita nei confronti degli aspetti teorici.

1.2.2 Un po’ di geometria analitica dello spazio

Gia nel percorso relativo alla classe terza abbiamo esaminato alcu-
ni aspetti della geometria sintetica dello spazio ([Cappello e Innocenti,
2023, sez. 1.2.6]). Nella classe quinta e il momento di considerare an-
che il punto di vista analitico, come viene proposto negli Obiettivi spe-
cifici di apprendimento delle Indicazioni nazionali:

L’introduzione delle coordinate cartesiane nello spazio permettera allo
studente di studiare dal punto di vista analitico rette, piani e sfere.

Analoghe richieste si leggono nel Quadro di riferimento per la secon-
da prova dell’Esame di Stato [MIUR, 2018].

La principale motivazione allo studio della geometria dello spazio &
espressa chiaramente in [Accascina et al., 2006, pag. 67]:

Noi viviamo in una realta tridimensionale. Gia questa sola constatazio-
ne dovrebbe essere ampiamente sufficiente per motivare I'esigenza di
una trattazione matematica delle principali proprieta geometriche dello
spazio.

A questa ragione di carattere generale si aggiungono quelle spe-
cifiche dell’approccio analitico. In primo luogo, esso consente di di-
sporre degli strumenti dell’algebra. Poi, scrivere I'equazione del piano
tangente ad una superficie sferica permette di tornare a discutere una
questione centrale in Analisi, I'approssimazione lineare, di cui ci siamo
occupati nel percorso della classe terza, esaminando la retta tangente.

Inoltre, operare con i vettori nel piano e nello spazio consente di
prendere confidenza con un esempio notevole di spazio vettoriale, no-
zione fondamentale che interviene in molti corsi universitari gia dal pri-
Mo anno; proprio tale esempio € un modello di base a cui gli studenti
potranno far riferimento e in cui potranno visualizzare e dare “concre-
tezza” ai concetti astratti dell’algebra lineare. Se ne parla anche in [Gru-
gnetti e Villani, 1999, pag. 139] ed & precisato in [Accascina et al. 2006,
pag. 61] in questi termini:

Molte attivita della vita reale e della matematica possono essere ricon-
dotte a leggi [...]. Le pit semplici leggi di questo tipo sono le trasfor-
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mazioni lineari. Per una loro effettiva conoscenza e indispensabile avere
un’idea ben chiara della struttura di spazio vettoriale dell’insieme R"[...].
Lo studio degli spazi R* e R® ha un’immediata interpretazione geometri-
ca. Quest’ultima, a sua volta, aiuta a comprendere la struttura di R" per
un numero intero maggiore di 3. Pertanto lo studio dell’algebra lineare e
della geometra analitica del piano e dello spazio si integrano a vicenda.

In questa prospettiva e nello spirito della geometria analitica, anche
se si guarda alla geometria dello spazio mediante le coordinate & im-
portante non ridurre tutto all’algebra, ma ricorrere pure all’espressivita
e allimmediatezza della geometria sintetica, come avremo modo di illu-
strare nelle prossime pagine.

Partiamo dai satelliti e dalla programmazione economica

Come si puo determinare la posizione di un punto sulla Terra me-
diante un sistema di satelliti artificiali?

Dopo aver lasciato spazio agli interventi dei ragazzi, il docente puo
precisare la questione osservando che nel sistema GPS, Global Posi-
tioning System, un ricevitore posto nel punto determina la sua distanza
da alcuni satelliti di cui € nota la posizione, come chiarisce la lettura
[Brandi e Salvadori, 2004, da pag. 67 a 73].

Teoricamente bastano tre satelliti, purché siano visibili dal punto R
sulla Terra, ossia emettano segnali che il ricevitore riesce a captare.
Infatti, ciascuna delle distanze cosi rilevate permette di collocare tale
punto su una superficie sferica che ha come centro la posizione S; del
satellite e raggio SR; R & dunque uno dei punti di intersezione delle tre
superfici sferiche, e questi sono, al piu, due (comunque, anche quando
sono due, la posizione di uno di essi non ¢ realistica e si pud escludere,
come ¢ precisato nella lettura).

Percio, per determinare la posizione cercata, occorre innanzitutto
risolvere il sistema formato dalle equazioni delle tre superfici sferiche,
almeno in teoria. Nella pratica la situazione & piu complessa perché, se
si vuole ottenere una stima con una precisione di 10-15 metri, si deve
tener conto degli inevitabili errori che si commettono nel rilevare le di-
stanze ricevitore-satellite.

Comunque, al di 1a dei dettagli, quello che ci interessa e che gli
studenti si rendano conto che per risolvere il problema & utile introdurre
le equazioni degli enti geometrici coinvolti — le superfici sferiche — ed
operare algebricamente su di esse; e che dunque ha senso studiare
oggetti nello spazio mediante gli strumenti della geometria analitica, in
modo analogo a quanto fatto nel piano.

Un’altra situazione promettente & un tipico problema in ambito eco-
nomico, come il seguente:
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Una sartoria confeziona due tipi di abiti e li vende rispettivamente
a 2000 euro e 900 euro a capo; quello piti costoso richiede 2 m?
di stoffa e 6 ore di lavoro, mentre I'altro 1,6 m? di stoffa e 3 ore di
lavoro. Inoltre ci sono alcuni vincoli sulla produzione: ogni settimana
la sartoria dispone di 52 m? di stoffa e di 180 ore di lavoro.
Pertanto, se ogni settimana vengono confezionati p abiti del primo
tipo e q dell’altro, il ricavo settimanale € r = 2p + 0,9q migliaia di
euro.

Per determinare la produzione settimanale che massimizza il rica-
vo, e utile rappresentare graficamente I'insieme dei punti (p,q,r) che
verificano le condizioni del problema. Prova a rappresentare tale in-
sieme.

E una classica questione di programmazione lineare. Tuttavia il no-
stro obiettivo non & approfondire il tema e nemmeno sviluppare speci-
fiche tecniche di ottimizzazione; piuttosto, analogamente al problema
dei satelliti, ci interessa che gli studenti esaminino la richiesta e com-
prendano che, per rispondere, & utile studiare alcuni aspetti elementari
della geometria analitica dello spazio.

Gli aspetti di base

Punti e vettori nel piano € nello spazio sono i primi elementi di cui
occuparsi. Per iniziare, &€ opportuno discutere brevemente come iden-
tificare un punto nello spazio mediante le sue coordinate in un sistema
di riferimento cartesiano e come estendere allo spazio la formula della
distanza tra due punti valida nel piano. Non sono aspetti scontati per
tutti i ragazzi, e per questo vanno precisati, pur rapidamente, ricorrendo
magari all’attivita descritta nel file PuntiE\Vettior.ggb.

Dei vettori basta considerare una descrizione geometrica elementa-
re: oggetti matematici caratterizzati da direzione, verso e modulo. Essi
si possono interpretare anche come terne ordinate o, meglio, come
elementi dell’insieme R3; interpretazione che li rende strumenti davvero
efficaci in varie situazioni poiché permette di operare mediante gli stru-
menti dell’algebra.

Questo e I'approccio adottato, almeno in una prima fase, anche da
vari testi universitari; ad esempio da [Bramanti et al., 2000] e [Adams,
2000], che introducono i vettori sostanzialmente in questo modo e poi
li utilizzano per studiare il piano, la retta e la sfera. Solo in un secondo
momento, alcuni manuali — ma non tutti — generalizzano tale descri-
zione e definiscono i vettori, in astratto, come elementi di un insieme
sul quale sono definite opportune operazioni, € indicano la struttura
con il termine di spazio vettoriale. Del resto, tale ordine espositivo &
coerente con lo sviluppo storico di quest’ultima nozione, la cui defini-
zione ¢é stata introdotta da Peano solo nel 1888, mentre i vettori, intesi
nella concezione geometrica elementare, erano impiegati gia da tem-
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po; ad esempio, da Lagrange in fisica un secolo prima ([Alexandrov et
al., 2000, pag. 263)).

In quest’ottica, si richiameranno rapidamente le interpretazioni gra-
fiche delle operazioni sui vettori, che dovrebbero essere gia note ai ra-
gazzi per averle impiegate in fisica.

Il passo successivo sara interpretare in coordinate tali operazioni e,
in particolare, dimostrare la formula relativa al prodotto scalare in due
dimensioni, deducendola da quella di sottrazione del coseno. Non ci
sembra invece opportuno esprimere in coordinate il prodotto vettoriale;
infatti, se da una parte impiegare la formula consente di semplificare
il calcolo — ad esempio, permette di determinare rapidamente I’'equa-
zione del piano che passa per tre punti assegnati — dall’altra oscura le
ragioni geometriche sottese a quanto si ottiene.

Piuttosto preferiamo discutere altre questioni. Ad esempio, verifica-
re per via analitica nel piano che due vettori sono perpendicolari se e
solo se hanno prodotto scalare nullo, risultato che costituisce un criterio
generale per stabilirne la perpendicolarita; in particolare, per provare la
necessita di tale condizione algebrica basta osservare che un vetto-
re perpendicolare a (a,b) & (-b,a). L'esempio, tra l'altro, mette in luce
un’importante attenzione didattica, che adotteremo in diversi momenti
del percorso: esaminare a fondo la questione nel piano prima di passare
allo spazio; infatti, non & banale per gli studenti affrontare direttamente il
problema in tre dimensioni, come non lo é stato storicamente secondo
il classico manuale di storia della matematica [Kline, 1999, pag. 637]:

La prima idea della geometria analitica tridimensionale puo essere tro-
vata [...] nelle opere di Fermat, Descartes e la Hire. [’elaborazione effet-
tiva di questa idea fu compito solo del XVIIl secolo.

Il piano e la superficie sferica

Dei tre oggetti matematici indicati dalla normativa — retta, piano e
sfera —, il piano & quello che proponiamo di esaminare per primo, sia
per la sua semplicita sia perché gia con la costruzione della sua equa-
zione si puo fare esperienza degli aspetti di base della geometria ana-
litica dello spazio. Infatti, lo studio della sfera si riduce ad estendere a
tre dimensioni quanto avviene in due, mentre quello della retta & piu
articolato, almeno per come lo intendiamo nel percorso; per questo
preferiamo affrontarlo per ultimo, in modo da lasciare tempo agli stu-
denti di prendere confidenza con i nuovi strumenti.

Comunque & solo una delle scelte possibili e ci sono valide ragioni
anche per seguire un ordine diverso.

Per costruire I'equazione del piano, si puo sfruttare il fatto che esso
€ univocamente determinato da un suo punto P, e da un vettore, detto
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vettore normale. Precisamente, indicato con P il generico punto del
piano, il vettore PP & perpendicolare al vettore normale, ma questo
significa che il loro prodotto scalare € nullo; tale condizione & anche
sufficiente affinché P appartenga al piano e, tradotta in coordinate, for-
nisce I'equazione cercata.

All'inverso, € importante saper interpretare geometricamente I'equa-
zione cosi ottenuta e riconoscere che i coefficienti delle variabili sono
le componenti del vettore normale. Per visualizzare questi aspetti ed
esplorare la situazione da entrambe le angolazioni si pu® ricorrere all’at-
tivita descritta nel file Piano.ggb.

Quanto discusso fino qui permette gia di risolvere la questione re-
lativa alla produzione di capi d’abbigliamento proposta all’inizio del
percorso, ossia rappresentare I'insieme dei punti (0,q,r) indicato nel
testo. E una porzione del piano di equazione 2p + 0,99 - r = 0 e,
precisamente, il suo sottoinsieme individuato dai vincoli imposti sulla
produzione; vincoli che si traducono in disequazioni lineari nei numeri
p e q di capi prodotti e individuano percio un quadrilatero nel piano
pq. La situazione & visualizzata nell’attivita descritta nel file Program-
mazioneEconomica.ggb.

Volendo, si pud andare oltre e discutere come determinare il massi-
Mo ricavo. La rappresentazione geometrica ottenuta permette di con-
getturare che esso € assunto sul bordo del quadrilatero, anzi, in uno o
piu dei suoi vertici; agli studenti si pud dire che tale congettura & vera (&
dimostrata, ad esempio, in [Brandi e Salvadori, 2004, pag. 191], libro
in cui sono proposti vari problemi analoghi), pertanto & sufficiente con-
frontare i valori del ricavo in questi quattro punti.

Su queste basi ci si pud occupare di scrivere 'equazione del piano
che passa per tre punti non allineati. Se si impone che le loro coordinate
siano soluzione della generica equazione del piano, si ottiene un siste-
ma di tre equazioni in quattro incognite — i quattro coefficienti dell’e-
quazione —, che si pud risolvere esprimendo tre incognite in funzione
della rimanente. In realta, come vedremo nelle pagine successive, c’'e
una strategia alternativa, che mette in luce alcune caratteristiche fon-
damentali del piano, ma che ci sembra opportuno proporre solo come
approfondimento agli studenti piu solidi.

Invece, per affrontare un’altra questione irrinunciabile, quella di sta-
bilire la perpendicolarita o il parallelismo tra due piani, dovrebbe essere
immediato comprendere che basta fare riferimento ai vettori normali.

Veniamo cosi alla superficie sferica. In questo caso basta estendere
allo spazio le idee e i procedimenti sviluppati per la circonferenza nel
percorso relativo alla classe terza. Si tratta percio di ricorrere ancora alla
formula della distanza tra punti per costruire I'equazione, di completare
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i quadrati per esplicitare centro e raggio, ma anche di sfruttare i risultati
della geometria sintetica, in particolare per determinare I'equazione del
piano tangente. Sostanzialmente non c¢’e dunque nulla di nuovo e per
questo ci aspettiamo che i ragazzi riescano a lavorare con una certa
autonomia e a completare I'esame di questo oggetto geometrico in
breve tempo.

Dalle curve parametriche alla retta

Nel piano cartesiano sappiamo determinare I'equazione della retta
che passa per un punto assegnato e che ha una data pendenza.
Se invece si considera la retta nello spazio, quali elementi servono
per scrivere una sua equazione?

Da un problema come questo si pud iniziare in classe I'esame della
retta in un sistema di riferimento tridimensionale. Gli studenti dovreb-
bero intuire che, per descrivere la sua inclinazione nello spazio, non
basta piu un solo numero e che & utile invece ricorrere ad un oppor-
tuno vettore. Tuttavia, per loro non & immediato comprendere come
sfruttare questo fatto per costruire un’equazione, poiché richiede un
modo diverso di guardare le curve rispetto alla rappresentazione car-
tesiana a cui sono abituati nel percorso: la rappresentazione in forma
parametrica. Per questo, prima di utilizzarla nel caso in esame, prefe-
riamo prendere confidenza con questa nuova descrizione attraverso
alcuni esempi.

Osserveremo percio che una curva si puo interpretare intuitivamente
come la traiettoria di un moto e, di conseguenza, si pud pensare che le
coordinate del suo generico punto dipendano dal tempo, da un para-
metro appunto. In questo modo si pud guardare ad alcune curve, quali
la circonferenza e I'ellisse nel piano e I’elica cilindrica nello spazio, pro-
vare ad esprimere le coordinate del punto in funzione del parametro e
visualizzare il moto corrispondente mediante GeoGebra, come indicato
nelle attivita descritte nei file Ellisselndicazioni.ggb, EllisseRisol.ggb e
Elicalndicazioni.ggb, ElicaRisol.ggb.

Tornando alla retta, suggeriamo di discutere prima il caso bidimen-
sionale, ad esempio mediante I'attivita Fquazione parametrica della ret-
ta nel piano con il file Retta2D.ggb, progettata per essere svolta in modo
autonomo daglli studenti, ma che, naturalmente, puo essere adattata al
contesto e alla sensibilita didattica del docente.

L'idea € di partire dall’equazione nella forma utilizzata nel primo bien-
nio, richiamare la regola di spostamento e leggerla mediante i vettori,
ossia interpretare in forma compatta ogni spostamento sulla retta me-
diante un vettore. Ciascuno di questi si pud pensare come multiplo di
uno stesso vettore, che individua dunque la direzione della retta, anche
se non & unico (lo stesso ruolo e svolto infatti da un qualsiasi suo mul-
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tiplo). Tali osservazioni conducono ad esprimere il vettore che individua
la posizione del generico punto della retta come somma di due com-
ponenti: il vettore che identifica la posizione di un suo punto fissato e
il generico multiplo del vettore direzione. Tale uguaglianza costituisce
I'equazione cercata.

’estensione allo spazio € immediata e si pud esplorare mediante
I'attivita descritta nel file Retia.ggb. Prima di proseguire € opportuno ri-
badire un fatto che non & per nulla scontato per gli studenti: I'equazione
non & piu essenzialmente unica, a differenza dell’equazione cartesiana
nel piano™, poiché dipende dal punto fissato per costruirla e dal vetto-
re considerato per precisarne la direzione. Questa riflessione, peraltro,
contribuisce a far comprendere meglio il ruolo del vettore normale ad un
piano, considerato nel segmento precedente del percorso.

La retta si pud descrivere anche come intersezione di due piani. In
tal caso, per passare all’equazione in forma parametrica — piu efficien-
te, ad esempio, per studiare parallelismo e perpendicolarita — basta
determinare le coordinate di due punti della retta; € sufficiente allora
fissare a piacere, per ciascuno dei due punti, il valore di una coordinata
e ricavare, di conseguenza, quello delle altre.

E un approccio diverso da quello che usualmente propongono i libri
di testo, ma ci sembra piu formativo poiché permette di controllare ogni
passo del procedimento, induce gli studenti ad operare consapevol-
mente e rafforza il concetto di soluzione di un sistema di equazioni.
Naturalmente cid non significa che non sia importante manipolare al-
gebricamente le equazioni di un sistema lineare; tuttavia tale abilita si
puo sviluppare anche affrontando altre questioni, ad esempio ricavare
I’equazione del piano che passa per tre punti assegnati.

Come stabilire se due rette sono parallele oppure se sono perpen-
dicolari dovrebbe essere ormai chiaro per gli studenti: ancora una volta
basta far riferimento ai vettori direzione.

In questo contesto, un esercizio significativo & determinare
I'equazione della retta che passa per un punto P assegnato ed & per-
pendicolare ed incidente ad una retta r data. Ricavarla non & immediato
come nel caso bidimensionale, poiché esistono infinite direzioni per-
pendicolari a quella di r, ma & invece immediato determinare I'equazio-
ne del piano perpendicolare che passa per P; ora, I'intersezione di tale
piano con la retta r fornisce la proiezione ortogonale di P sulla retta, e
da qui si ricava subito la perpendicolare cercata. Lintera costruzione &
guidata per gradi nell’attivita descritta nei file RettaPerpendicolarelndi-

" |’equazione cartesiana della retta nel piano & unica a meno di una costante mol-
tiplicativa.
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cazionl.ggb e RettaPerpendicolareRisol.ggb, che permettono di esplo-
rare dinamicamente i singoli passi e ne facilitano la visualizzazione.

Aggiungendo poi un solo passo al procedimento descritto, si pud
determinare la distanza di un punto da una retta; in modo analogo si
puo ricavare la distanza punto-piano, senza ricorrere dunque ad una
specifica formula da memorizzare.

La distanza punto-retta si pu0 ricavare anche in altro modo, come
soluzione di un problema di minimo, sfruttando il fatto che & la minima
lunghezza dei segmenti condotti dal punto P alla retta. Operativamente
si considerera pertanto la funzione che esprime la distanza tra il punto
P, che ¢ fissato, e il generico punto della retta, le cui coordinate si pos-
sSono scrivere in termini di un parametro reale t; il punto di minimo si pud
determinare mediante la derivata oppure osservando che € coinvolta
una funzione polinomiale di secondo grado.

Approfondimento. Anche per la distanza punto-piano si pud adottare
una strategia alternativa, piu efficiente ed elegante ma piu articolata, e per
questo da proporre come approfondimento. E invece per tutti il risultato su
cui si fonda: il modulo del prodotto scalare tra un vettore e un vettore di
lunghezza unitaria si puod interpretare come la lunghezza della proiezione
del primo vettore sul secondo.

L'idea e di pensare la distanza di un punto P da un piano in un modo
diverso, illustrato anche in [Bramanti et al., 2000, pag. 40, 49]: fissato un
qualsiasi punto A del piano, si considera il vettore AP; la Iunéhezza della
sua proiezione sul versore normale al piano e la misura cercata.

Sempre a proposito del piano, dopo aver preso confidenza con la
parametrizzazione, per le classi piu solide si pud discutere una strategia
diversa da quella proposta nella sezione precedente per determinare
I’equazione del piano che passa per tre punti di coordinate assegnate.

Approfondimento. L'approccio sfrutta alcune caratteristiche fondamen-
tali di tale oggetto matematico, anzi, le mette in luce; inoltre consente di
mantenere in modo piu efficace il controllo semantico sul procedimento.

In sostanza, detti A,B,C i punti assegnati, si tratta di esprimere il vettore
che individua il generico punto del piano come somma di due vettori: il
vettore che identifica uno dei tre punti dati (ad esempio OA), e una combi-
nazione lineare di due vettori, indipendenti, che caratterizzano il generico
piano parallelo a quello da determinare (ad esempio AB e AC). Si ottiene
cosl un’equazione vettoriale in due parametri, detta appunto equazione
parametrica del piano.

L’intero procedimento & illustrato in un caso specifico in [Carrara, 2008,
esercizio 2.3].

Mediante gli strumenti discussi fino qui, e consolidati con gli esercizi
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che solitamente si trovano sui libri di testo, gli studenti dovrebbero es-
sere in grado di affrontare i quesiti proposti finora nella seconda prova
dell’Esame di Stato. Ne abbiamo raccolto una selezione nel foglio di at-
tivita 6 e abbiamo realizzato i file Cubo.ggb e Tetraedro.ggb per favorire
la visualizzazione di alcuni di essi. In realta, il quesito sul cubo richiede di
disporre solo dei primi elementi del percorso di geometria dello spazio;
tuttavia preferiamo proporlo in seguito, quando gli studenti saranno in
grado di affrontare il problema in modo pit autonomo.

E con questo ci sembra di aver completato I'esame delle questio-
ni da esaminare nell’ambito della geometria analitica dello spazio. Un
esempio di quelle essenziali € proposto nella prova verifica 3.

1.2.3 Uno sguardo agli aspetti teorici: funzioni continue e
funzioni derivabili

La continuita e la derivabilita sono due nozioni fondamentali dell’A-
nalisi. Quando affrontarle nella programmazione del liceo, come farlo
— ossia con quali attenzioni didattiche —, e se ha senso farlo — per tutti
gli studenti, anche per quelli che non proseguiranno gli studi in ambito
scientifico —, sono le questioni a cui ci proponiamo di rispondere prima
di entrare nel dettaglio del percorso che si puo proporre in classe.

Quando?

Della continuita e della derivabilita, di fatto, ci siamo gia occupati
nel percorso; ma abbiamo dato rilevanza alla costruzione dei con-
cetti di limite e di derivata e agli aspetti operativi, senza esaurire I'e-
same degli elementi teorici sottesi. Come per altri temi, infatti, abbia-
mo proposto di adottare un approccio didattico a spirale; approccio
illustrato in [Bruner, 2000] e chiaramente promosso dalle Indicazioni
nazionali per il curricolo del primo ciclo [MIUR, 2012], secondo le
quali la costruzione del pensiero matematico & un processo che va
sviluppato per gradi e affinamenti successivi, ritornando piu volte su
quanto affrontato e sul linguaggio utilizzato per esprimerlo. Del resto,
cosi e avvenuto anche nella storia sia per le funzioni continue sia per
le funzioni derivabili.

Ora nella classe quinta gli studenti dovrebbero essere maturi per
esaminarle piu a fondo.

Con quali attenzioni?

A differenza di quanto propongono i libri di testo, preferiamo discute-
re i due insiemi di funzioni in un unico segmento del percorso, in modo
da focalizzare I'attenzione su alcune abilita fondamentali, che altrimenti
rischiano di perdersi tra gli aspetti operativi: stiamo parlando dell’analisi
delle ipotesi di un teorema, della formalizzazione, della dimostrazione
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€, pit in generale, della comunicazione mediante i simboli e i termini
specifici della disciplina.

Tali abilita sono richiamate gia nei Traguardi per lo sviluppo delle
competenze al termine della classe terza della scuola secondaria di
primo grado, almeno in parte:

[L’alunno] Produce argomentazioni in base alle conoscenze teoriche ac-
quisite (ad esempio sa utilizzare i concetti di proprieta caratterizzante e
di definizione).

Sostiene le proprie convinzioni, portando esempi e controesempi ade-
quati e utilizzando concatenazioni di affermazioni [...].

Come si vede, sono indicazioni impegnative, che superano I'ambito
strettamente disciplinare e, di riflesso, accrescono la responsabilita dei
docenti, che fino dalle prime classi della scuola secondaria dovrebbero
creare le condizioni per attuarle. Tale orientamento & poi ripreso nelle
Linee generali delle Indicazioni nazionali per i licei, anche diversi dallo
scientifico:

Al termine del percorso didattico lo studente avra approfondito i proce-
dimenti caratteristici del pensiero matematico (definizioni, dimostrazioni,
generalizzazioni, formalizzazioni).

Ma... ha senso?

| termini continuita e derivabilita compaiono esplicitamente negli
Obiettivi specifici di apprendimento delle Indicazioni nazionali. Riguar-
dano aspetti delicati e ci siamo chiesti se abbia davvero senso discuterli
nella scuola secondaria, soprattutto per gli studenti che non prosegui-
ranno gli studi in corsi di laurea scientifici; la risposta non & scontata
e la questione rientra nel’ambito del problema piu generale di come
giustificare I'educazione matematica per tutti, noto come justification
problem e illustrato ad esempio in [Baccaglini, Di Martino, Natalini, Ro-
solini, 2018, da pag. 93 a 96].

Secondo noi, pur di non eccedere in dettagli tecnici, esaminare la
continuita e la derivabilita & formativo per ogni studente del liceo scien-
tifico. Non tanto per i contenuti in sé, quanto per la possibilita, offerta
dallo studio di tali nozioni, di curare la comunicazione € la precisione del
linguaggio e di consolidare alcuni elementi di base della logica, come
negare un’affermazione espressa mediante i quantificatori. Sono abilita
importanti per tutti gli studenti, indipendentemente dal percorso di stu-
di, poiché riguardano la formazione culturale della persona prima che la
formazione matematica; e per tale ragione vale la pena occuparsene.
Vediamo di seguito come.
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Dalla “continuita” alla continuita

Facendo riferimento ad un’idea intuitiva di continuita, possiamo dire
che sono generalmente “continue” le leggi orarie e diverse funzioni che
esprimono grandezze fisiche, e che, piu in astratto, sono “continue” le
funzioni base.

Invece sembrano non esserlo le aliquote IRPEF al variare dell’impo-
nibile, e nemmeno il modulo della velocita prima e dopo un urto, la fun-
zione che descrive 'onda quadra'® o il volume di una sostanza in termini
della temperatura in prossimita della temperatura di fusione. Infatti, per
temperature inferiori a quest’ultima e in opportune condizioni, il volume
di molte sostanze cresce linearmente con la temperatura; raggiunta tale
soglia, il calore fornito provoca un brusco aumento del volume, senza
perd modificare la temperatura, e cio si traduce in un “salto” nel grafico
volume-temperatura; poi, se si fornisce ancora calore, il volume torna
ad aumentare linearmente ([Castelnuovo, Gori Giorgi e Valenti, 1988,
pag. 358]). Sono solo alcuni esempi, ma non ¢ difficile trovarne altri che
possano suscitare I'interesse degli studenti.

Cosa contraddistingue, allora, le funzioni “continug”?

In prima battuta si pud osservare che il grafico di una funzione “con-
tinua” € una curva “senza interruzioni” su ogni intervallo in cui € definita;
cambiando punto di vista, cio si pud esprimere dicendo che tali funzioni
mandano punti “vicini” in punti “vicini”. Queste descrizioni, tuttavia, non
sono sufficienti se si intende costruire una teoria solida — cosa vuol dire,
ad esempio, punti “vicini”? — e vanno dunque precisate. Lo facciamo
nella Dispensa Funzioni continue, ricorrendo alla nozione di limite e con
I'accortezza di considerare funzioni definite su un intervallo o, al piu,
su un’unione di intervalli, in modo da non dover introdurre la nozione
di punto di accumulazione. Insomma, formalizzazione rigorosa si, ma
senza tecnicismi.

Poi & bene osservare che tutte le funzioni base sono continue nel
loro insieme di definizione e che le quattro operazioni e la composizione
conservano la continuita. Dimostrarlo, secondo noi, € troppo delicato
per gli studenti di scuola secondaria; piuttosto & importante che siano in
grado di citare tali fatti per giustificare la continuita di una data funzione
e ne colgano la portata. In particolare, sappiano che essi permettono di
determinare i limiti delle funzioni elementari in ogni punto dell’insieme di
definizione semplicemente calcolando il valore della funzione nel punto;

® Un riferimento & http:/fisicaondemusica.unimore.it/Sviluppi_in_serie_di_Fourier.
html#Onda_quadra.
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risultato che, di fatto, hanno gia utilizzato nella classe quarta, basandosi
perd su un’idea solo intuitiva di continuita.

In aggiunta vogliamo precisare che non & corretto, o perlomeno crea
confusione, cercare punti di discontinuita anche tra i punti che non ap-
partengono all'insieme di definizione. | libri di testo spesso o propon-
gono, ma una funzione puo essere discontinua solo nei punti nei quali &
definita, come ¢ ribadito in [Villani et. al, 2012, pag. 134]. Ad esempio,
la funzione 1; non é discontinua in x, = O; certo, tale funzione non si puod
estendere in nessun modo ad una funzione continua sull'insieme dei
numeri reali, ma questa & un’altra questione.

Si pud cosi passare ad esaminare piu accuratamente alcuni esempi
di funzioni non continue, rileggendo mediante la definizione le situazioni
discusse all’inizio di questo segmento del percorso, e considerando
ora anche “salti” infiniti oppure funzioni per le quali il limite in un punto
non esiste. Questo non significa, pero, classificare minuziosamente |
punti di discontinuita: a noi sembra inutile, se non fuorviante; lo scrive
chiaramente Zoccante in [Villani et. al, 2012, pag. 134]:

La classificazione dei vari tipi di singolarita e alquanto datata, e non c’é
accordo unanime su di essa, cosi come non c¢’é accordo sulla termi-
nologia, non sempre significativa, in particolare, sconsigliamo sul piano
didattico di insistere sulla nomenclatura ‘prima, seconda, terza specie’.

Preferiamo occuparci di altre questioni, come studiare la continuita
di funzioni definite a tratti, anche con parametri, e investigare la validita
di alcune affermazioni relative al comportamento delle funzioni continue
e discontinue rispetto alle operazioni. Ne proponiamo alcune nel foglio
di attivita 7.

Prima di proseguire, vogliamo tornare a parlare degli esempi di fun-
zioni continue e non continue con cui abbiamo proposto di iniziare I'e-
same di questo segmento del percorso. Gli studenti non dovrebbero
limitarsi a ricopiarli dalla lavagna, ma dovrebbero rielaborali, farli propri
e arrivare a disporne davvero; anche in altri contesti, come richiesto nel
quesito discusso in [Antonini, 2016]:

Dai un esempio, se possibile, di funzione iniettiva f.[-1,7]—R tale che
fl0)=-1, e Iim1 fix) = Iirq fix) = 2.

Piu in generale, la ricerca in didattica della matematica suggerisce di
curare la costruzione e I'analisi di esempi relativi ad una data nozione,
in modo da arricchire i riferimenti a cui accede lo studente quando tale
nozione viene evocata. Essi, infatti, non appaiono all’'individuo come
enti isolati, ma come elementi di una struttura personale, indicata con
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il nome di spazio degli esempi relativi ad un dato oggetto matematico
(IWatson e Mason, 2005, pag. 51]). E se tale struttura e costituita solo
da casi prototipici — nel quesito proposto da Antonini, se lo spazio degli
esempi relativo alla nozione di funzione contiene solo funzioni continue
— lo studente rischia di rimanere confuso, o addirittura, di non capire il
senso della richiesta.

Il docente, dal canto suo, ha una certa responsabilita nell’interpreta-
re gli esempi prodotti dai ragazzi, e Mariotti in [Mariotti, 2022, pag. 108]
ne evidenzia alcuni aspetti:

[...] un esempio pud avere interpretazioni diverse e solo la sensibilita
dell’insegnante puo cogliere le sfumature che indicano se I'uso di un
esempio pud considerarsi un’illecita generalizzazione o il germe di una
prova intellettuale. In particolare, risulta evidente il rischio di affermazioni
troppo categoriche e semplicistiche che dichiarano gli esempi come
«non matematicamente accettabili». Tali affermazioni, oltre a non essere
corrette matematicamente, possono indurre gli allievi a censurare I'uso
di esempi nelle proprie pratiche argomentative [...].

I teoremi fondamentali per le funzioni continue (secondo noi)

Precisata la nozione di funzione continua, gli studenti dovrebbero
riuscire ad apprezzarne alcune proprieta fondamentali. Le piu significa-
tive dal punto di vista didattico, a nostro awviso, sono quelle espresse
dal teorema degli zeri e dal teorema di Wejerstrass sull’esistenza del
massimo e del minimo, esaminati in dettaglio nella Dispensa Funzioni
continue: teoremi fondamentali e nel foglio di attivita 8.

Come per i risultati relativi alla continuita delle funzioni base, la loro
dimostrazione ci sembra troppo delicata per lo studente della scuola
secondaria; € decisamente piu formativo discuterne I'enunciato — in
primo luogo, interpretare geometricamente un testo espresso nel lin-
guaggio simbolico e analizzare le ipotesi, costruendo opportuni contro-
esempi per ciascuna di esse — € curare la comunicazione. Naturalmente
questo non significa che dimostrare non sia importante, anzi & un’atti-
vita costitutiva del fare matematica, come abbiamo osservato piu volte
nel percorso; si tratta semmai di non limitarsi a ripetere dimostrazioni
proposte da altri, ma di costruirne in prima persona, pur in casi sem-
plici. Nel contesto delle funzioni continue i ragazzi possono provare, ad
esempio, alcuni corollari dei due teoremi, come la proprieta di mandare
intervalli in intervalli, lavorando in modo autonomo ed eventualmente
confrontandosi con il libro di testo oppure con uno schema analogo a
quello indicato nel foglio di attivita 8.

Con queste premesse, intendiamo proporre alcune riflessioni che

riguardano entrambi i teoremi, ma che, in realta, hanno un interesse piu
generale.
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Controesempi

Fino qui nel percorso abbiamo costruito e discusso controesempi
allo scopo di negare la verita di un enunciato. Ora se ne produrranno
in un contesto nuovo, I'analisi delle jpotesi di un teorema: tolta una
delle ipotesi, si costruisce un controesempio, e cosi si stabilisce che
senza di essa la tesi del teorema non € sempre vera. Non sempre,
appunto, poiché in alcuni casi pud accadere che la tesi sia vera
anche se I'ipotesi non & verificata; pertanto € opportuno chiarire in
classe che la verita dell’'ipotesi non € una condizione necessaria af-
finché sia vera la tesi, e in questo senso possono creare confusione
espressioni del tipo “cio attesta la necessita dell’ipotesi”, riportate a
volte nei libri di testo.

Inoltre ricordiamo che, se dal punto di vista logico trovare un contro-
esempio chiude la questione, dal punto di vista cognitivo & impor-
tante andare oltre e ricercare le ragioni per cui la tesi non vale; in altre
parole, comprendere e non solo stabilire la verita di un’affermazione
dovrebbe essere |'obiettivo di queste attivita.

Teoremi non costruttivi

La seconda riflessione riguarda il fatto che entrambi i teoremi non
sono costruttivi: permettono di stabilire I'esistenza di oggetti mate-
matici fondamentali, come gli zeri e i massimi (minimi) di una funzio-
ne, ma non di determinarli. E non ne attestano nemmeno I'unicita.
Gli studenti generalmente fanno fatica ad apprezzare la portata di
risultati di questo tipo, ma, a dire il vero, sono in buona compagnia
se Lagrange nelle Lezioni elementari sulle matematiche del 1779
affermava:

Se non si hanno i mezzi per risolvere tale equazione, tutto il calcolo fatto
€ pura perdita. Si puo vedere questo punto come il piti importante di
tutta I'analisi.

Ci sono voluti quarant’anni affinché Bolzano spostasse I'attenzione
dalla determinazione della soluzione alla sua esistenza e ne sancisse
importanza. Se ne parla in [Menghini, 1991], articolo in cui I'autrice
suggerisce di tenere conto nella pratica didattica dello sviluppo sto-
rico delle nozioni dell’ Analisi e delle varie formalizzazioni che si sono
susseguite, invece di far riferimento solo alla loro sistemazione finale.
Sono aspetti da considerare nel progettare le attivita, ma sono utili
anche per formarsi un’idea piu completa di quali difficolta potrebbe-
ro incontrare gli studenti.

Percio nell’ambito dei teoremi sulle funzioni continue si precisera che
dimostrare I'esistenza delle soluzioni di un problema e importante ed
€ uno degli aspetti di cui si occupa la matematica moderna. D’altra
parte si mostrera come questo, a volte, permetta comunque di dire
qualcosa sulla soluzione: nel nostro caso, sapere che una soluzione
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esiste su un intervallo [a,b] consente di fornirne una stima, ed even-
tualmente di migliorarla, ad esempio mediante bisezione.

*  Ambito quotidiano e ambito formale

Un’ultima riflessione riguarda lo scollamento che si puo creare tra
la giustificazione in ambito quotidiano e la giustificazione in mate-
matica. A rigore, infatti, basta un solo controesempio per negare la
validita di un’affermazione, mentre nell’esperienza comune, in molti
casi, solo dopo diversi esempi un fatto & percepito come non vero;
cid pud confondere gli studenti ed indurli a pensare che un solo
controesempio non sia sufficiente e che serva dunque trovarne altri.
Un conflitto analogo ¢ illustrato in [Paola, 2017], in cui 'autore ri-
prende la distinzione, messa in luce da Freudenthal, tra “dire la veri-
ta” e “dire tutta la verita”:

Per esempio, € noto che di fronte alla proposizione “Tutti i numeri primi
sono dispari” gli studenti preferiscano dire che I'enunciato e vero se si
esclude 2, piuttosto che affermare la sua falsita. Gli studenti, in altri ter-
mini, preferiscono dire “tutta la verita”, come per esempio € richiesto in
un’aula di tribunale o € opportuno nelle usuali conversazioni, € non “solo
la verita”, come spesso avviene in matematica.

Lo si pud osservare, a volte, quando si chiede agli studenti di provare
a definire certi oggetti matematici (un caso tipico ¢ il parallelogramma):
elencano una ad una tutte le proprieta a loro note, comprese quelle
che sono conseguenza logica delle altre gia indicate. Non & scorretto,
ma & bene discuterne in classe gia a partire dal primo biennio.

Entrando piu nello specifico, il teorema degli zeri permette di appro-
fondire lo studio delle equazioni, iniziato nella classe prima e sviluppato
a piu riprese nelle classi successive.

Nel percorso, infatti, abbiamo considerato anche equazioni, come
cosx = x, di cui non si possono esprimere le soluzioni mediante una
formula “elementare”®. In tali casi abbiamo assunto implicitamente I'e-
sistenza della soluzione, perché suggerita dal disegno, pur osservando

'® Ne discutiamo nella dispensa Funzioni continue: teoremi fondamentali. Sono
molte le equazioni di cui non si sanno esprimere le soluzioni mediante una for-
mula “elementare”, ossia mediante le quattro operazioni e I'estrazione di radice;
e questo vale addirittura per le equazioni polinomiali. Infatti, le formule generali
per le equazioni di terzo e quarto grado sono state ricavate dagli algebristi italiani
nel XVI secolo; poi per quasi tre secoli si sono cercate, senza successo, formule
generali per i gradi maggiori, finché nel 1824 il teorema di Ruffini-Abel ha sancito
linutilita di ogni tentativo: per le equazioni di grado maggiore di 4 non esistono
formule risolutive.
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che il disegno non & una dimostrazione. Nella classe quinta, grazie agli
aspetti teorici discussi, si pud compiere un ulteriore passo e giustificare
tale esistenza, citando in modo appropriato i risultati formali sottesi.

Quale interesse didattico ha invece il teorema di Weijerstrass, oltre a
quelli piu generali discussi prima?

A nostro awiso, in primo luogo, induce a riflettere su una nozione
matematica fondamentale come quella di massimo; invita ad andare
oltre la conoscenza di senso comune, secondo la quale il massimo e
il minimo esistono sempre, ma anche ad approfondire la distinzione
tra massimo globale e massimo locale, a cui non e stato dato molto
peso nel percorso. In secondo luogo, produrre controesempi all'inde-
bolimento delle ipotesi del teorema conduce a negare un’affermazione
espressa mediante quantificatori (la definizione di tale nozione, ossia
“esiste M tale che per ogni x...”) e dunque offre I'occasione per conso-
lidare aspetti fondamentali della /ogica.

Con questo ci sembra di aver illustrato gli aspetti didatticamente
piu rilevanti relativi alla continuita. Abbiamo cercato di mantenere un
approccio coerente con quello adottato nell’esaminare i limiti, per vari
aspetti diverso da quello dei libri di testo della scuola secondaria, spes-
SO preoccupati di esaurire tutti i casi possibili e orientati a raccontare
definizioni e risultati pit che a indirizzare i ragazzi a costruirli in prima
persona. Anche per tale ragione abbiamo curato la costruzione di un
insieme organico di materiali per supportare lo studio € il lavoro in clas-
se; & un riferimento che, a nostro awviso, puo sostituire la parte del libro
di testo relativa alla continuita.

Ora la derivabilita

La derivata compare nel nostro percorso gia all’inizio del secondo
biennio. In tale fase, lo ricordiamo, si tratta di costruirne la definizione, di
interpretarla da vari punti di vista e di impiegarla per determinarne il va-
lore in alcuni casi di base (anche se conviene passare presto alle usuali
formule per il calcolo); inoltre, & bene utilizzare subito tale strumento
per ricavare I'equazione della retta tangente, per risolvere problemi di
ottimizzazione e per precisare I'andamento di una funzione.

Dunqgue, prima della classe quinta l'interesse & rivolto soprattutto
alla costruzione del concetto e al suo impiego in varie situazioni, non
tanto alla sistemazione di tutti gli aspetti teorici coinvolti. Riteniamo, in-
fatti, che gli studenti possano apprezzarli davvero solo dopo aver preso
confidenza con tale oggetto matematico e averne fatto esperienza in
diversi contesti.

Del resto, questo ordine rispecchia in buona parte lo sviluppo stori-
co della nozione, introdotta nel ’600 e utilizzata per due secoli facendo
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riferimento principalmente all'intuizione geometrica; al punto che fino alla
seconda meta dell’800 derivabilita e continuita vengono ancora confuse.

Ne scrivono [Hairer e Wanner, 2000, da pag. 263 a 267] e il clas-
sico testo [Klein, 1999a, da pag. 1114 a 1116], che si pud proporre
come lettura agli studenti. In breve, solo nel 1817 Bolzano definisce
(per primo) la derivata nel modo in cui & formalizzata oggi e, pochi anni
dopo, Cauchy propone sostanzialmente la stessa formulazione. Tutta-
via, nonostante questo sforzo di rigore, il concetto di derivabilita non era
del tutto chiaro se il matematico francese e quasi tutti i matematici del
tempo ritenevano che una funzione continua dovesse essere derivabi-
le ovunque, ad esclusione, al piu, di qualche punto isolato. Solo nella
seconda meta dell’800 le due nozioni vengono distinte definitivamente,
quando sono proposti esempi di funzioni continue ma non derivabili in
alcun punto'; il che ha un impatto rilevante nello sviluppo del pensiero
matematico, poiché secondo [Klein, 1999a, pag. 1116]:

rese | matematici sempre piu restii a fidarsi dell’intuizione o del ragiona-
mento geometrico.

Ma le sorprese non sono ancora finite, visto che nel 1855 Weier-
strass dimostra che ogni funzione continua si pud approssimare me-
diante polinomi. E un risultato, per certi aspetti, opposto al precedente,
poiché essenzialmente dice che

Si pud rendere derivabile infinite volte una funzione continua, pur di
commettere un errore arbitrariamente piccolo [...]

come si legge in [Hairer e Wanner, 2000, pag. 265].

Tornando al nostro percorso, nella classe quinta si possono esami-
nare i due principali casi in cui la derivata non & definita, ossia quando
il limite del rapporto incrementale non esiste oppure quando ¢ infinito,
come awviene rispettivamente per le funzioni |x| e Vx nell’origine. Gia da
queste prime esplorazioni si comprende come deve essere — 0 meglio,
come non deve essere — il grafico di una funzione derivabile, e da que-
sto momento in poi gli studenti ne terranno conto nel rappresentarlo:
necessariamente senza “spigoli” e senza tangenti verticali.

Proseguendo, si sondera se ogni funzione derivabile & anche conti-
nua (la non validita del’implicazione inversa, di fatto, e gia stata stabilita

" ”esempio che piu attird I'attenzione & quello proposto da Weierstrass nel 1872:
fix) = Z;’;Ob” cos(@’nx), dove a & un intero dispari e b € una costante positiva mi-

noredi 1 eab > 1 +37“.
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con I'esame dei due esempi notevoli appena indicati). Per iniziare, si
puod suggerire di considerare la differenza fix, + h) — f(x,), ma poi € bene
lasciare che gli studenti lavorino autonomamente e provino a completa-
re da soli la dimostrazione.

Il passo successivo & studiare la derivabilita di semplici funzioni defi-
nite a tratti, in una modalita analoga a quella adottata per la continuita.
Gli strumenti a disposizione possono essere arricchiti dal teorema del
limite della derivata'®, purché sia utilizzato consapevolmente, visto che
stabilisce un risultato per nulla scontato. Piu in generale, seguire ricette
operative snatura il senso di questo esame e, tra I'altro, pud indurre
a commettere errori; ad esempio, non & vero che se nell’espressione
compare un valore assoluto allora la funzione & necessariamente non
derivabile: la funzione x|x|, infatti, & derivabile sull'insieme dei numeri
reali, anche se |x| non lo &.

Un’ultima osservazione su questa parte. Nel secondo biennio non
abbiamo dimostrato la derivabilita della funzione logaritmo e delle fun-
zioni trigonometriche inverse, e pensiamo che non sia particolarmente
formativo farlo nemmeno nella classe quinta. Piuttosto preferiamo allar-
gare lo sguardo e investigare la relazione tra la derivata di una funzione
e quella della sua inversa, confrontando le pendenze dei loro grafici,
anche sulla base del lavoro svolto sulle funzioni inverse nella classe
terza ([Cappello e Innocenti, 2023, sez. 1.2.5]).

| teoremi fondamentali sulle funzioni derivabili e come
esaminarli

Quali sono i teoremi fondamentali in questo ambito?

[...] i teoremi di Rolle, di Lagrange e di Cauchy: questi e le loro conse-
guenze, sono | risultati principali del calcolo differenziale.

Almeno secondo quanto proposto in [Villani et al., 2012, pag. 147].
Questo non significa perd che tali risultati vadano per forza esaminati
tutti nella scuola secondaria: la nostra idea € di discutere a fondo il teo-
rema di Lagrange, dare uno sguardo al teorema di Rolle, ma omettere
il teorema di Cauchy, visto che non ha un’interpretazione significativa
come gli altri due e non si utilizza poi nel percorso.

'8 Sia f una funzione continua in x, e derivabile in un intervallo aperto che contiene
Xo, €scluso al pili x,, e supponiamo esistano im f(x) e lim Fx).
Se questi due limiti sono uguali e sono finiti allora f & derivabile in x, e vale
fixo) = M ). Invece, se essi sono diversi oppure uno di essi & infinito, allora f
non & derivabile in x,.
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Per introdurli il docente puo illustrarne I'interpretazione grafica e pro-
porre ai ragazzi di tradurla nel linguaggio delle funzioni e poi formula-
re un possibile enunciato. Un altro approccio & suggerito in [Antonini,
20164a] e consiste nel ricavare il teorema di Rolle a partire da un proble-
ma aperto:

Costruire, se possibile, una funzione f continua in [a,b], derivabile in (a,b)
e tale che fla) = f(b) e f'(x) diversa da zero per ogni X.

Oppure, si pud optare per scrivere I'enunciato del teorema e richie-
dere agli studenti di interpretarlo graficamente.

Sono tutte e tre modalita formative; I'importante € che siano i ragazzi
a costruire I'enunciato o, rispettivamente, ad esplicitarne il significato
geometrico. Semmai il docente li aiutera a precisare le ipotesi, un’inda-
gine per nulla banale e che nella storia ha richiesto molto tempo. Infatti,
Cauchy dimostra il teorema di Lagrange nel 1823, richiedendo addi-
rittura la continuita della derivata; Rolle invece dimostra il teorema che
porta il suo nome nel 1691, ma unicamente per le funzioni polinomiali;
solo nel 1823 Cauchy ne estende la validita ad una qualsiasi funzione
derivabile.

Discusso il significato geometrico, & bene investigare anche il signi-
ficato cinematico. Ad esempio, si puo provare a giustificare rigorosa-
mente perché il Safety Tutor, che fornisce una velocita media, permette
di ottenere informazioni sulla velocita istantanea del veicolo™. E, piu in
generale, si puo discutere in che senso il teorema di Lagrange € detto
della media differenziale: il tasso di variazione medio della funzione su
un intervallo & assunto (cioe € uguale al tasso di variazione istantaneo)
in almeno un punto interno all’intervallo.

La dimostrazione dei due teoremi ci sembra formativa; tuttavia pri-
ma di proporla & opportuno discuterne una giustificazione informale,
altrimenti il rischio & che i ragazzi si limitino a ripetere un elenco di passi
imparati a memoria, senza comprendere davvero cosa stanno facendo.
Nel caso del teorema di Lagrange l'idea & di considerare la differenza
tra il valore della funzione e quello della secante, e interpretarla come
distanza verticale, a meno del segno: i punti previsti nella tesi sono quelli
che rendono massima tale distanza.

Naturalmente — per il docente, ma non sempre per lo studente —
sono solo considerazioni intuitive, che vanno poi precisate mediante

% | aquestione & esaminata, ad esempio, all'indirizzo: https://sciencecue.it/teorema-
lagrange-safety-tutor-autostrada-sicve/2567/.

66


https://sciencecue.it/teorema-lagrange-safety-tutor-autostrada-sicve/2567/

opportune catene deduttive. Tuttavia, come dicevamo, segnano un
passo importante per comprendere la dimostrazione e appropriarsi
delle sue diverse funzioni, cosi sintetizzate da Bernardi in [Villani et al.,
2012, pag. 63]:

[...] una dimostrazione serve a spiegare e a convincere, ma serve anche
a organizzare e trasmettere quanto conosciamo su certi oggetti. L'im-
portanza di una dimostrazione non consiste solo nella sua generalita,
ma anche nel fatto (significativo sul piano didattico) che una dimostra-
zione aiuta a ricordare I'enunciato, a capire le proprieta coinvolte, a por-
re il discorso nel giusto contesto.

Sono aspetti che vanno esplicitati in classe e discussi in casi speci-
fici, a partire dal primo biennio: non si pud pretendere che gli studenti li
colgano da soli, almeno non prima di averne fatto esperienza in alcune
situazioni significative.

Per quanto riguarda invece I'ordine, a nostro avviso conviene mo-
strare come il teorema di Rolle sia una conseguenza dei teoremi di
Weierstrass e di Fermat, e poi dimostrare il teorema di Lagrange uti-
lizzando il teorema di Rolle. Pertanto, tenendo conto del fatto che
quest’ultimo € un caso speciale del teorema di Lagrange, si puo affer-
mare che i due teoremi sono equivalenti, nel senso che ciascuno dei
due implica I'altro.

Una classica questione relativa ai due teoremi € determinare il punto
0 i punti previsti dalla tesi. Di fatto, e gia stata considerata nel percorso
—ad esempio, nel foglio di attivita 8 e nella verifica 3 della classe terza —,
allo scopo non di anticipare tali risultati, ma di sviluppare importanti abi-
lita generali, quali interpretare un testo o una figura, passare da una for-
ma di rappresentazione all’altra e risolvere semplici equazioni. Piuttosto
nella classe quinta ci aspettiamo che gli studenti sappiano inquadrare
con piu sicurezza la situazione e affrontino il calcolo in modo autonomo.

Non ¢ tutto. Il teorema di Lagrange esprime una relazione tra la fun-
zione e la sua derivata, pertanto e utile per dimostrare proprieta relative
al’landamento della funzione, note alcune informazioni sulla derivata;
due esempi di questo tipo sono: il classico criterio per determinare gli
intervalli di crescenza (decrescenza) di una funzione e il fatto che una
funzione e costante su un intervallo se ha derivata nulla su di esso. Del-
la portata di tale relazione € bene che gli studenti siano consapevoli e
sappiano stabilire da soli quando € utile impiegarla. Inoltre, in situazioni
semplici come quelle appena indicate, &€ importante provino loro stessi
a costruire la dimostrazione, eventualmente confrontandosi con il libro
di testo; e analizzino le ipotesi, discutendo, ad esempio, se I'implicazio-
ne menzionata prima rimane vera anche quando I'insieme sul quale la
derivata € nulla non € un intervallo.
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E la derivata seconda?

Diciamo subito che la derivata seconda, a nostro awiso, non € una
nozione fondamentale nel curricolo di matematica della scuola secon-
daria, e per questo riteniamo non le vada riservata troppa attenzione.
Perlomeno non quella che le viene attribuita usualmente nella pratica di-
dattica, nell’ambito dello studio di funzione; anche perché spesso i calcoli
richiesti sono articolati € dunque ci si ferma alla derivata prima e, in ag-
giunta, l'intera attivita & stata ridimensionata dalla possibilita di utilizzare le
calcolatrici grafiche al’lEsame di Stato. Piuttosto & significativo discutere
il fatto che la derivata seconda misura la rapidita di variazione del tasso
di crescita (0 decrescita) di una funzione; nell'interpretazione cinematica,
si tratta dell’accelerazione di un corpo, ed & interessante osservare che
gli esseri umani sono sensibili ad essa e non alla velocita, come ci si puo
rendere conto in un viaggio aereo ([Resnick et al., 1995, pag. 20]).

La derivata seconda & comunque importante in matematica. In par-
ticolare, & uno strumento per stabilire la convessita di una funzione,
nozione fondamentale in Analisi per varie ragioni: ad esempio, per le
funzioni convesse ogni punto stazionario € necessariamente punto di
minimo locale e dalla relazione che esprime la convessita di alcune fun-
zioni si ricavano importanti disuguaglianze.

In classe la convessita si pu0 investigare in modo analogo a quello
proposto per la crescenza di una funzione nel secondo biennio, ma pre-
vedendo tempi piu brevi, anche in considerazione dell’esperienza ormai
maturata dagli studenti in attivita di questo tipo. Il nostro riferimento &
la dispensa Derivata seconda e andamento della funzione, che i ragaz-
Zi possono esaminare autonomamente e poi discutere insieme in un
secondo momento. In essa proponiamo, in sostanza, di distinguere |l
diverso andamento delle funzioni a seconda di come si colloca il grafico
rispetto alla retta tangente: “sopra” o “sotto”; tuttavia, vista I'importanza
della nozione, & bene osservare che la convessita si pud definire anche
per funzioni non derivabili, mediante le corde.

Per il consolidamento, invece, si puo ricorrere al foglio di attivita 9,
ma sono utili anche gli esercizi che si trovano su ogni libro di testo,
purché non siano troppo complicati; essi, piu che per il contenuto in
sé, offrono I'occasione per curare il calcolo delle derivate e I'abilita di
analizzare I’'andamento di famiglie di funzioni al variare di parametri.

Tali aspetti piu operativi, insieme a quelli sulla continuita e sulla deri-
vabilita, sono alla base dell’esempio di prova sommativa verifica 4, che
& dunque varia sia nei contenuti sia nelle abilita richieste. Tra queste,
sono fondamentali la comunicazione e la giustificazione delle afferma-
zioni, e avranno un peso rilevante nella valutazione, coerentemente con
guanto osservato all’inizio della sezione.
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1.2.4 Ripensare la formalizzazione e investigare le
distribuzioni di probabilita

’esame delle distribuzioni costituisce I'ultimo passo del nostro per-
corso di statistica e probabilita al liceo. Un percorso iniziato nel primo
biennio con la statistica descrittiva e mettendo in gioco la probabilita,
sia nel senso di impiegare 'approccio classico e la legge della moltipli-
cazione per interpretare varie situazioni, sia nel senso di effettuare lanci
di dadi, estrazioni da un’urna e simulazioni con il foglio elettronico allo
scopo di investigare cosa si pud prevedere sugli esiti di un esperimen-
to casuale. Nel secondo biennio abbiamo poi discusso la correlazione
e la retta di regressione, e siamo tornati ad esaminare la probabilita,
guardando in due direzioni: da una parte alla probabilita di eventi che
dipendono da altri, per affrontare in modo efficace questioni piu artico-
late, e dall’altra allo schema delle prove ripetute, un modello di base per
ragioni epistemologiche, storiche e didattiche, secondo quanto illustra-
to in [Cappello e Innocenti, 2023, sez. 2.2.2].

Come proseguire nella classe quinta?

In sostanza, a noi sembra ragionevole introdurre le variabili aleatorie
e descrivere in modo unitario i valori di probabilita che le riguardano, so-
prattutto per semplificare la comunicazione — e il pensiero — e poter cosi
esaminare piu efficacemente situazioni di incertezza in vari contesti;
inoltre proponiamo di costruire opportuni indici per sintetizzare tali valo-
ri e di accennare a qualche distribuzione significativa. E un programma
coerente con quanto prevedono le Indicazioni nazionali per il tema Dati
e previsioni nel quinto anno:

Lo studente apprendera le caratteristiche di alcune distribuzioni discrete
e continue di probabilita (come la distribuzione binomiale, la distribu-
zione normale, la distribuzione di Poisson). In relazione con le nuove
conoscenze acquisite, anche nell’ambito delle relazioni della matema-
tica con altre discipline, lo studente approfondira il concetto di modello
matematico e sviluppera la capacita di costruirne e analizzarne esempi.

Quanto proponiamo & coerente anche con il Quadro di riferimento
per la seconda prova scritta del’Esame di Stato [MIUR, 2018], che
nomina le distribuzioni, ma non ne cita esplicitamente alcuna e invece
richiama i valori di sintesi:

Determinare la probabilita di un evento utilizzando i teoremi fondamen-
tali della probabilita, il calcolo combinatorio, il calcolo integrale. Valutare
la dipendenza o I'indipendenza di eventi casuali. Analizzare la distribu-
zione di una variabile casuale o di un insieme di dati e determinarne
valori di sintesi, quali media, mediana, deviazione standard, varianza.
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Comunque, al momento in cui scriviamo, nelle prove della sessione
ordinaria solo in [MIUR, 2017, quesito 4] compare la nozione di variabile
aleatoria, peraltro in un’accezione informale; in altri quesiti assegnati si
puo far ricorso alle variabili aleatorie e alle distribuzioni, ma non & ne-
cessario farlo.

Ha senso allora esaminare in classe questi aspetti o, invece, &
meglio consolidare le questioni che tipicamente vengono assegnate
al’Esame? Noi pensiamo che un senso ci sia, anche per gli studenti
che non proseguiranno gli studi in ambito scientifico, e ci proponiamo
di illustrarlo nelle pagine che seguono. Lo faremo entrando un po’ piu
nel dettaglio rispetto agli altri segmenti del percorso, poiché non tutti
i docenti hanno affrontato il calcolo delle probabilita all’universita e, in
aggiunta, manca una tradizione didattica consolidata e diffusa sul tema,
esteso solo nel 2011 ai vari indirizzi di studio della scuola secondaria,
mentre prima era previsto solo in alcuni, ad esempio nel Piano Nazio-
nale per I'Informatica [MPI, 1996].

Per declinare in un percorso i contenuti indicati abbiamo dovuto
compiere diverse scelte; ci siamo basati, naturalmente, sui criteri didat-
tici generali elencati nell’Introduzione, ma, vista la delicatezza dell’argo-
mento, ne abbiamo aggiunti altri che li precisano e che ora intendiamo
sintetizzare.

e Introdurre solo oggetti matematici, termini e simboli essenziali
E un’attenzione che vale, piu in generale, per qualsiasi tema, ed e
espressa con chiarezza nelle Indicazioni nazionali:

L’indicazione principale e: pochi concetti e metodi fondamentali, acqui-
siti in profondita.

Altrimenti gli studenti, e i loro docenti, rischiano di perdersi in un
mare di contenuti, senza avere il tempo per interiorizzarli, e magari
si illudono di padroneggiare I'oggetto solo perché ne conoscono |l
nome. Cio vale a maggior ragione nell’ambito delle variabili aleatorie,
dato che la loro sistemazione rigorosa richiede diverse nozioni, ma
molte di queste si utilizzano solo a livello universitario. Percio nella
scuola secondaria € opportuno considerarne solo una parte.

* Ripensare la formalizzazione
Alcune definizioni proposte nei testi in adozione sono inutiimente
complicate poiché introducono elementi che non vengono poi utiliz-
zati nelle pagine successive; analogamente, non tutte le dimostra-
zioni riportate nei manuali aiutano lo studente a comprendere piu a
fondo I'’enunciato e gli oggetti matematici coinvolti. Come vedremo,
Ci0 avviene, ad esempio, per la definizione di variabile aleatoria e per
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la dimostrazione del fatto che & nulla la probabilita che una variabile
aleatoria continua assuma un valore assegnato.

Per queste ragioni, in alcuni casi, ci sembra opportuno semplificare
la formulazione oppure scegliere una strategia di dimostrazione piu
efficace dal punto di vista didattico.

* Investigare il significato dei nuovi oggetti matematici

Le nozioni che considereremo sono astratte — sono infatti il frutto di
un processo che nella storia ha richiesto molto tempo —, percio e
importante che i ragazzi abbiano modo di esplorarle e di farne espe-
rienza prima di formalizzarle. In altre parole, vorremmo evitare che gli
studenti si limitino a ripetere frasi che non comprendono davvero e
si riducano ad applicare acriticamente formule, dimenticando presto
guanto appreso; in questo noi docenti abbiamo grande responsabi-
lita.

A supporto del lavoro dei ragazzi abbiamo realizzato, assieme a
Tommaso Granziol, due materiali di base: la dispensa Distribuzioni di
probabilita: aspetti teorici, le cui sezioni corrispondono a quelle in cui &
suddiviso questo segmento del percorso, € il documento Distribuzioni
di probabilita: attivita, che raccoglie quasi tutte le attivita predisposte
per gli studenti.

Invece per il docente abbiamo predisposto il riferimento Distribuzioni
di probabilita: approfondimenti per il docente, che fornisce alcuni stru-
menti per interpretare criticamente i libri di testo e poter cosi operare
scelte didattiche piu consapevoli: ad esempio, conoscere la definizio-
ne di spazio di probabilita o di distribuzione di probabilita permette di
comprendere meglio le riduzioni proposte talvolta nei manuali; e magari
di decidere poi di presentarle in classe in una forma diversa o addirittu-
ra di non presentarle affatto. Comunque, per una trattazione rigorosa
degli aspetti di probabilita che hanno attinenza con i contenuti previsti
per la scuola secondaria, rimandiamo al testo [Baldi, 2012], rivolto allo
studente del primo anno dei corsi universitari ma che dice molto anche
al docente.

Lintero lavoro risente delle idee sviluppate nel’ambito del Labo-
ratorio DiCoMat dell’Universita di Trento con la consulenza scientifica
del docente di probabilita Stefano Bonaccorsi, sperimentate in diverse
scuole anche attraverso lavori di tesi e discusse, in particolare, con
Cristina Bonmassar.

Variabili aleatorie e descrizione delle probabilita nel discreto

La nostra idea & di considerare le variabili aleatorie non come fun-
zioni (che hanno specifiche proprieta, secondo la formalizzazione rigo-
rosa che si adotta nella teoria della probabilita), ma pit semplicemente
come variabili; variabili che assumono valori numerici in modo casuale,
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nel senso che dipendono dall’esito di un esperimento aleatorio. Non &
certo una definizione vera e propria, tuttavia ci sembra adeguata per
lo studente del liceo, visto che nella scuola secondaria I'attenzione &
rivolta soprattutto ai valori assunti dalla variabile e per parlarne non &
necessario ricorrere alla struttura di funzione. Anzi, il rigore rischia di
essere controproducente, come € evidenziato in generale in [Zan e Di
Martino, 2017]:

Il linguaggio della matematica e spesso visto da molti, allievi e adulti,
come un linguaggio inutilmente complicato, pieno di simboli, distante
dalla realta. Costituisce un aspetto che gioca un ruolo importante nelle
difficolta in matematica e nell’atteggiamento di rifiuto che molti allievi
costruiscono verso la disciplina.

Del resto, & proprio in modo informale che le variabili aleatorie sono
state introdotte storicamente: infatti, compaiono gia nel saggio Mém-
oire sur les Probabilités di Laplace del 1778, seppure nell’accezione di
variabili a valori casuali e non ancora in quella rigorosa di funzione; ver-
ranno definite come funzioni solo nel Novecento, ad esempio nei lavori
di Kolmogorov del 1933.

Anche la probabilista Rossi, che ha fatto parte della Commissione
Brocca per la riforma del sistema scolastico negli anni Ottanta e Novan-
ta ([Rossi, 1999)), sostiene che

[...] € opportuno evitare di introdurre le variabili aleatorie come funzioni
(pit © meno misurabili) da uno spazio di probabilita a un insieme nu-
merico opportuno [...]. Il concetto di variabile aleatoria € piti immediato
[...]. Non si tratta di altro che di un risultato numerico, una misura per
esempio, non noto a priori e, di conseguenza, aleatorio. Gli esempi non
mancano. Puo essere [...] qualsiasi altra misura si voglia rilevare prima
della sua rilevazione (a quel punto diventa un dato), o anche dopo per
chi ancora non la conosce.

In questa prospettiva, per introdurre le variabili aleatorie in classe si
puo partire dalla discussione di alcuni esempi:

Il guadagno di un giocatore o il numero di vittorie in un dato gioco
d’azzardo, il numero di lanci di una moneta per ottenere testa per
la prima volta, la velocita delle molecole di un gas. Cosa hanno in
comune?

Sono oggetti matematici che si possono pensare come “numeri ca-
suali” ([Dall’Aglio, 2003, pag. 83]), nel senso indicato prima; in generale
tali “numeri” sono utili per descrivere e analizzare diverse situazioni di
incertezza.
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In alternativa, si pu0 partire da un gioco, come quello proposto nella
sezione successiva: gli studenti, attraverso opportune prove e I'analisi
teorica, sono chiamati a decidere se convenga 0 meno partecipare;
dalla riflessione dovrebbe emergere I'utilita — in particolare, per comu-
nicare in modo piu efficace — di schematizzare questo e altri contesti
mediante “numeri casuali”.

Per descrivere le probabilita nel caso discreto si utilizzera la funzione
che fornisce la probabilita “dei singoli valori” della variabile aleatoria o,
piu precisamente, la probabilita che la variabile aleatoria assuma cia-
scuno dei suoi valori. E importante rappresentarla in diverse forme (ta-
bella, grafico, formula, linguaggio naturale) e passare flessibilmente da
una all’altra, ricorrendo anche ad esercizi proposti dai libri di testo 0 a
quesiti assegnati all’Esame di Stato, come quelli riportati nella dispensa
Risoluzione quesiti dall’Esame di Stato. Lo scopo e, ancora una volta,
quello di arrivare a pensare tale nozione come oggetto e non solo in
termini procedurali.

Costruiamo i valori di sintesi

Per introdurre i valori di sintesi & efficace far riferimento alla stati-
stica, poiché offre un contesto analogo ma generalmente percepito
come piu semplice — a volte, infatti, i valori di probabilita, a differen-
za dei dati statistici, sembrano evanescenti e poco controllabili — e
noto agli studenti, visto che nel percorso gli indici di posizione e di
dispersione compaiono gia nella classe prima. Anche la ragione per
introdurli & essenzialmente la stessa: come in statistica spesso & poco
significativo rappresentare i dati relativi ad ogni singolo individuo della
popolazione ed € piu utile descriverli sinteticamente, cosi in probabi-
lita spesso e piu utile descrivere sinteticamente i valori che pud assu-
mere una variabile aleatoria.

Entrando piu nel dettaglio, il valore atteso si puo introdurre mediante
un gioco come il seguente, in modo da coinvolgere gli studenti e far
emergere le loro convinzioni:

Lanciamo un dado a 6 facce. Se esce un numero dispari, vinci una
quantita di denaro uguale al numero uscito; se invece esce un nu-
mero pari, perdi una quantita di denaro uguale al numero uscito. Ti
conviene partecipare? Perché?

Si tratta dell’attivita Gioco del pari e dispari con il file GiocoPariDi-
sparl.xlsx, basata su un problema esaminato a fondo in [Grinstead e
Snell, 2006, pag. 225], un testo ricco di esempi significativi, rivolto agli
studenti universitari ma adatto anche ai liceali. La risposta alla prima
domanda dovrebbe essere immediata, e questo permette di concen-
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trare I'attenzione sulla sua giustificazione; tuttavia, a seconda del con-
testo classe, si pud optare per un gioco che richieda una riflessione piu
articolata anche solo per decidere se convenga o meno partecipare,
ad esempio quello descritto nella sezione 3 della dispensa in cui sono
raccolte le attivita.

In prima battuta si possono effettuare prove materiali e simulazioni
con il foglio elettronico, magari aggiornando in tempo reale gli esiti at-
traverso lo smartphone®: in questo modo i dati sono i “propri” dati e
il problema diventa il “proprio” problema. Lidea & di utilizzarli poi per
calcolare il guadagno medio osservato a lancio — ma & bene siano gli
studenti a proporlo —, esprimerlo in funzione delle frequenze relative
dei singoli esiti e prevedere i| guadagno medio su “molti” lanci utiliz-
zando l'interpretazione frequentista della probabilita, concretamente
sostituendo le frequenze relative con le corrispondenti probabilita. In
definitiva, si arriva cosi a considerare la media dei possibili valori del
guadagno, pesata con i valori probabilita: ecco il valore atteso.

Non & necessario ricorrere ad una notazione specifica, a meno che
non si voglia poi discutere e dimostrare alcune formule, come la formula
ridotta per la varianza e quella che esprime il valore atteso della distribu-
zione binomiale in termini dei suoi parametri (sezione 8a della raccolta
di attivita). In tali attivita, infatti, la notazione diventa utile per comunicare
in modo univoco e conciso; dunque acquista un senso e non si riduce
ad un’imposizione del docente, a cui lo studente assolve per contratto
didattico, quando va bene (bene?).

In ogni caso, una volta introdotto, il valore atteso si pud investigare
da vari punti di vista: del gioco — ad esempio per stabilire I'equita del Lot-
to, tenendo anche conto del fatto che le vincite verranno poi tassate —,
statistico — ossia nell’accezione considerata nell’attivita precedente, e
dunque relativa a molte prove —, come previsione — 0ssia come nuMmero
“vicino” al quale ci si aspetta cada il valore assunto dalla variabile ale-
atoria in una singola prova —, ma anche fisico — come baricentro di un
opportuno sistema di masse. Tutto questo si puo realizzare attraverso
le attivita proposte nella nostra raccolta alle sezioni 2, 3 e 4, importanti
soprattutto poiché promuovono I’'uso di piti registri di rappresentazione,
un aspetto costitutivo del fare matematica, come abbiamo illustrato in
[Cappello e Innocenti, 2023, pag. 61] facendo riferimento al pensiero
di Duval.

%0 Cio si pud realizzare mediante un’applicazione come Google Moduli. Il procedi-
mento e descritto in dettaglio nel riferimento per il docente Esiti e smartphone,
realizzato da Tommaso Granziol e ospitato sul nostro sito assieme a tutti i mate-
riali per gli studenti.
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Tuttavia il valore atteso non basta. Gia sulla base di quanto appreso
nel percorso di statistica, gli studenti dovrebbero intuire che, per descri-
vere sinteticamente la variabile aleatoria, serve misurare anche il grado
di dispersione dei suoi valori rispetto alla media. Per comprenderlo me-
glio, & utile confrontare le rappresentazioni grafiche di due variabili che
hanno la stessa media ma probabilita distribuite in modo diverso, come
quelle proposte nella sezione 2.2 della dispensa relativa agli aspetti te-
orici. Tra I'altro, la situazione si puo interpretare in modo significativo
tornando a pensare ciascuna delle due variabili come guadagno ad un
dato gioco: in entrambi i giochi il guadagno medio & nullo ma, a parita
di denaro puntato, in uno dei due la singola vincita o la singola perdita
€ piu consistente.

A questo punto, per costruire una formula che fornisca una misura
della dispersione, si pud partire da quella della varianza di un insieme
di dati, definita nella classe terza come la media aritmetica dei quadrati
degli scarti rispetto alla media dei dati, e semplicemente sostituire gli
oggetti matematici che intervengono con i loro corrispondenti proba-
bilistici, ossia la media con il valore atteso e i dati osservati con i valori
assunti dalla variabile aleatoria.

Approfondimenti. Perché nella formula della varianza si utilizzano i qua-
drati degli scarti dalla media? La varianza come momento di inerzia.

Sono queste le principali riflessioni sugli indici di dispersione proposte
al docente nel riferimento relativo alle distribuzioni di probabilita, tuttavia
possono interessare anche gli studenti piu solidi. In particolare, la prima
mette in luce un’importante proprieta degli scarti, ciog il fatto di avere me-
dia aritmetica nulla, ma anche la proprieta del valore atteso di essere, tra
tutti i numeri, quello per cui la dispersione dei valori della variabile aleato-
ria € minima... in accordo con I'idea di valore atteso come “centro” della
distribuzione. La dimostrazione di entrambi i fatti ci sembra alla portata dei
ragazzi.

Per completare I'esame dei valori di sintesi proponiamo due consi-
derazioni. La prima. A nostro awiso, nei testi della scuola secondaria
viene data troppa importanza al fatto che la varianza non abbia la stes-
sa unita di misura dei valori della variabile aleatoria; in realta, nel calcolo
delle probabilita spesso & piu utile considerare la varianza, poiché &
additiva (per v.a. indipendenti).

La seconda riflessione riguarda il ruolo del valore atteso. Questo
indice si calcola all'interno del modello probabilistico; su di esso c¢i si
puo basare per prendere decisioni, come quella di partecipare o meno
ad un gioco, ma tali scelte sono esterne al modello, sono soggettive e
possono tener conto anche di elementi che non riguardano la matema-
tica. Ne € un chiaro esempio il paradosso di S. Pietroburgo, esaminato
in un’attivita della sezione 10 per le classi pit solide e approfondito, ad
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esempio, in [Bonaccorsi, 2010]: riguarda un gioco il cui guadagno atte-
so € infinito, e dunque & vantaggioso per il giocatore, indipendentemen-
te dall’entita della somma richiesta per partecipare; almeno in teoria,
poiché nella pratica ci si aspetta che nessuna persona ragionevole sia
disposta a versare una somma consistente per giocare, come si osser-
vava gia all'inizio del XVIII secolo, quando Nicolaus Bernoulli propose
per la prima volta il problema.

Un esempio notevole: la distribuzione binomiale

La distribuzione binomiale € un modello che riveste un ruolo centrale
nel calcolo delle probabilita poiché descrive efficacemente molte situa-
zioni ed & quello che, per la sua semplicita, si utilizza spesso in prima
battuta; inoltre consente di ottenere la distribuzione normale e quella di
Poisson, distribuzioni fondamentali e citate nelle Indicazioni nazionali.

Per ricavare la binomiale, in sostanza, basta rileggere mediante |l
linguaggio delle variabili aleatorie 1o schema delle prove ripetute, gia
discusso nel percorso. A dire il vero, nella scuola secondaria tale livello
di formalizzazione non ci sembra strettamente necessario — € sufficiente
ricorrere allo schema esaminato nel secondo biennio — ma, per alcuni
aspetti, facilita la comunicazione e dunque permette di comprendere e
farsi comprendere meglio; inoltre consente di prendere confidenza con
alcune nozioni ed un formalismo che verranno poi utilizzati nei corsi
universitari.

In classe, per fissare le idee, conviene richiamare qualche problema
affrontato nel secondo biennio, ad esempio quello dell’overbooking:

Le compagnie aeree mettono in vendita un numero di biglietti mag-
giore del numero dei posti disponibili sull'aereo ma devono pagare
una penale ai passeggeri che eventualmente restano a terra.

Se la probabilita che il passeggero si presenti all'imbarco di un certo
volo € 0.9, e sono stati venduti 103 biglietti per un aereo che ha una
capacita di 100 posti, qual & la probabilita che qualcuno non trovi
posto sull’aereo?

Abbiamo gia visto che la situazione si pud modellizzare conside-
rando dapprima un esperimento, il presentarsi della persona all’imbar-
CO, i cui esiti possibili sono “si presenta” (successo), “non si presenta”;
e considerando poi una sequenza di prove di tale esperimento, tante
quante sono le persone che hanno prenotato il volo. Ora il passo da
compiere € introdurre la variabile X che conta il numero di successi
nelle prove. La sua distribuzione di probabilita, di fatto, & gia nota agli
studenti per aver ricavato, ancora nella classe quarta, la formula che
fornisce la probabilita di ottenere k successi su n prove; semmai vanno
precisati il linguaggio e la notazione, che diventa P(X = k).
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Poi si possono congetturare le formule dei valori di sintesi, e bastera
verificarle in casi semplici.

Approfondimenti. La dimostrazione di tali formule nel caso generale va
riservata alle classi pil solide e pud essere organizzata come proposto
nell’attivita della sezione 8b.

Invece la definizione rigorosa di variabile binomiale come somma di un
numero finito di variabili uguali — proposta nel documento per il docente,
ma che si presta ad essere discussa anche in qualche classe — permette di
comprendere piu a fondo il significato delle jpotesi dello schema delle prove
ripetute: la proprieta di uguaglianza delle variabili precisa I'idea intuitiva di
prove di uno stesso esperimento, mentre quella di indipendenza (assieme
all'uguaglianza) precisa I'idea di prove condotte nelle medesime condizioni.

Per tutti & invece I'attivita presentata nella sezione 9, che muove da
un articolo?' sulla probabilita di contrarre il Covid-19:

“Il dato 2.5% di sieroprevalenza pud sembrare piccolo ma puo trasfor-
marsi in qualcosa di problematico se non rispettiamo la prudenza”, ha
chiarito Gian Carlo Blangiardo, presidente dell’lstat. “[...] Cio vuol dire
che [...] se incontro 20 persone, ho il 50% di possibilita di incontrare una
persona positiva”, ha concluso Blangiardo.

Discutere la correttezza dell’affermazione riportata dal quotidiano
offre 'occasione per curare la modellizzazione e I'interpretazione del te-
sto. Abilita quest’ultima a cui non sempre si riserva la giusta importanza
nelle attivita in classe, soprattutto dopo il primo biennio, quando magari
a noi docenti sembra gia molto che gli studenti sappiano impiegare, in
una data situazione, i contenuti esaminati. Eppure la ricerca ribadisce
da tempo che comunicare e strettamente legato al comprendere; ad
esempio, Ferrari scrive in [Ferrari, 2021, pag. 19]:

Frasi che si ascoltano di frequente, come “Ha capito ma non si sa
esprimere”, non sono neutre, ma si collegano, forse involontariamen-
te, a un’idea di competenza separata dall’espressione, e a quella che
la capacita di esprimersi non sia un obiettivo per I'insegnamento della
matematica. |[...]

Naturalmente possono esserci casi di disturbi specifici nella sfera della

" Carticolo & apparso sul quotidiano la Repubblica del 3 agosto 2020: https://
www.repubblica.it/cronaca/2020/08/03/news/coronavirus_istat_analisi_sierolo-
gica-263634485/. Il video della conferenza stampa di cui si parla nell’articolo si
trova all’indirizzo: https://tinyurl.com/conferenza-stampa.

7


https://www.repubblica.it/cronaca/2020/08/03/news/coronavirus_istat_analisi_sierologica-263634485/
https://www.repubblica.it/cronaca/2020/08/03/news/coronavirus_istat_analisi_sierologica-263634485/
https://www.lastampa.it/cronaca/2020/08/03/video/istat_2_5_sieroprevalenza_puo_essere_pericoloso_se_incontro_20_persone_ho_il_50_di_possibilita_di_incontrare_un_positi-101496/

comunicazione, ma pit spesso Si tratta di competenze sviluppate in
modo inadeguato o insufficiente.

Analogamente in [Navarra, 2022, pag. 205 e pag. 101] si precisa,
sebbene relativamente al contesto dell’algebra per la scuola secondaria
di primo grado:

La ricerca nell’ambito dell’educazione matematica ha posto in evidenza
con crescente forza le relazioni fra la capacita di parafrasare corretta-
mente un testo e quella di tradurlo algebricamente in modo corretto.
[...] ogni parafrasi ha si, per cosi dire, una sua dignita ontologica, ma
Solo alcune di esse favoriscono la relativa traduzione in linguaggio ma-
tematico. [...]

L’alunno, per diventare produttore di pensiero matematico, va guidato
verso la consapevolezza che la completezza delle frasi che esprime e
la condizione per la chiarezza della comprensibilita del suo pensiero.
Nella comunicazione quotidiana il soggetto e il predicato di una frase in
genere vengono sottaciuti perché e il contesto che provvede a “riempire
ivuoti”, [...] Alcuni esempi tratti da un “gergo di classe” accettato dagli
insegnanti:

"Quant’e in questo caso il valore della y?” “3 volte x”. [...]

Le loro traduzioni in linguaggio matematico “3x” [...] non sono sufficienti
perché non pongono in evidenza la relazione tra le grandezze coinvolte
[...]. Solo se le risposte comprendono nella loro formulazione anche le
domande [...] si possono ricavare le traduzioni complete delle due frasi:
nel primo caso “y € il triplo di x” & traducibile con “y = 3x” [...].

E un esempio elementare quest’ultimo, ma mostra come curare la
comunicazione sia fondamentale: infatti, se lo studente non completa
la frase, potrebbe poi avere difficolta a tradurla in un’uguaglianza che
esprima la relazione tra le due variabili, ossia a rappresentare la situazio-
ne in un modo che permetta di ricavare informazioni significative.

Passiamo al continuo

Variabili aleatorie continue

Fino qui abbiamo esaminato variabili aleatorie discrete. Tali variabili
pOSsoNo assumere solo un insieme finito o numerabile di valori, per-
tanto descrivono essenzialmente situazioni legate al conteggio e non
esauriscono tutti i tipi di “numeri casuali” che si possono presentare.
Infatti, I'istante in cui smette di funzionare un componente elettronico,
la statura dell’individuo di una data popolazione, la velocita delle mo-
lecole di un gas in un recipiente... si possono pensare come “numeri
casuali” che assumono tutti i valori di un intervallo reale; almeno in
teoria, come approfondito in [Cicchitelli, 1999, pag. 29]. Pertanto si
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possono interpretare anch’essi come variabili aleatorie, ma di un tipo
diverso rispetto a quelle discrete, legate non al conteggio bensi alla
misura; di conseguenza, per distinguerle, si indicano mediante I’'ag-
gettivo continue.

La proprieta di assumere i valori di un intervallo reale & una descri-
zione elementare di variabile aleatoria continua. Non € una definizione,
tuttavia & espressiva e ci sembra adeguata per lo studente di scuola
secondaria; invece, una formalizzazione rigorosa nella teoria della pro-
babilita e: variabile aleatoria che ammette una funzione densita.

Per comprendere piu a fondo cosa sono e come operano tali va-
riabili, si puo realizzare un modello meccanico, lo spinner, costituito da
una circonferenza e da una freccia, che ha un estremo fissato nel centro
della circonferenza; la freccia viene messa in moto, € lasciata libera di
ruotare e fermandosi individua “un” punto della curva, come ¢ illustrato
nella sezione 4.1 della dispensa relativa agli aspetti teorici. La situa-
zione si pud modellizzare mediante la variabile aleatoria che misura la
lunghezza dell’arco (quello che ha per estremi “iI” punto indicato dalla
freccia e un punto assunto come riferimento), e pertanto si puo deci-
dere assuma i valori di un intervallo; ed € anche ragionevole decidere
che la probabilita sia distribuita in modo uniforme, ossia che ogni punto
della circonferenza o, in altri termini, ogni numero di tale intervallo, abbia
la stessa probabilita di uscire.

Tuttavia, per ottenere molti esiti e dunque osservare fatti significativi,
e utile passare ad un esperimento diverso anche se sostanzialmente
equivalente: I'estrazione casuale di un numero nell'intervallo [0,1) me-
diante il foglio elettronico. La si pud investigare mediante 'attivita de-
scritta nel file NumeriCasuali.xlsx e commentata nella sezione 5; con
un’attenzione: come abbiamo osservato nel volume relativo al primo
biennio, il calcolatore, a rigore, non pud generare numeri casuali, anche
se produce sequenze di numeri che ai fini pratici mostrano lo stesso
comportamento, o quasi®?. Quello che piu ci interessa, pero, & che I'at-
tivita mette in luce due aspetti fondamentali: il legame della probabilita
con l'area e I'esistenza di una funzione speciale a cui si “avvicinano” le
frequenze relative osservate su “molti” lanci; quella che a breve indiche-
remo come funzione densita.

Descrivere le probabilita

Si arriva cosi alla questione piu delicata: come descrivere le proba-
bilita relative ad una variabile aleatoria continua?

Come per le variabili aleatorie discrete, si potrebbe pensare di utiliz-

2 e loro proprieta sono approfondite in [Prodi, 1992, pag. 256] e un modo per
generarli € descritto in [Grinstead e Snell, 2006, pag. 10].
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zare la funzione p(x) che esprime la probabilita di ogni valore x che pud
assumere la variabile... ma c¢’& un problema:

Consideriamo ancora I’estrazione casuale di un numero nell’interval-
lo [0,1); quali valori si possono attribuire alla probabilita che esca un
numero fissato nel nostro intervallo?

E una domanda aperta a cui gli studenti provano a rispondere pri-
ma formulando congetture, argomentandole e discutendole con i com-
pagni e con il docente, e poi cercando di dimostrarle. Si tratta di un
approccio indicato piu volte nel percorso, ma che ora cogliamo I'occa-
sione di approfondire. La sua utilita € chiaramente espressa in [Boero,
Garuti e Mariotti, 1996]:

Durante la produzione della congettura, lo studente costruisce il proprio
enunciato attraverso un’intensa attivita argomentativa, funzionalmente
legata alla giustificazione della plausibilita delle proprie scelte: durante
la successiva fase dimostrativa, lo studente ricollega il proprio processo
in modo coerente, organizzando in una catena logica alcuni degli argo-
menti prodotti durante la costruzione dell’enunciato.

Insomma, la produzione di congetture e la loro discussione sembra
ispirare e facilitare la costruzione della dimostrazione. Ma non & au-
tomatico e il ruolo del docente rimane fondamentale, come chiarisce
Mariotti in [Mariotti, 2022, pag. 256]:

Il discutere, di per sé, non basta [...]: il dibattito lasciato alle proprie
dinamiche puo portare addirittura fuori strada, cercando ad esempio di
conciliare posizioni diverse; infatti, € possibile che nel confronto di ar-
gomenti, si arrivi infine ad un «accordo», frutto di una negoziazione che
soddisfa gli interlocutori ma che non & matematicamente consistente o
comunque accettabile.

[...] e fondamentale organizzare le attivita modulando momenti di liberta
e di autonomia per gli allievi con momenti di attivita collettive per le quali
la discussione si configuri [...] come un’attivita didattica nella quale tutta
la classe € coinvolta, nella quale i diversi punti di vista trovino spazio e
voce, ma in particolare trovi voce la prospettiva della matematica.

In quest’ottica, la ricercatrice a pag. 213 indica un’attenzione spe-
cifica, di cui parleremo a breve nell’approfondimento alla fine della se-
zione:

[...] si dovra considerare la necessita di sviluppare, o comunque de-

finire chiaramente qual e il sistema teorico al quale la correttezza si
riferisce.
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Tornando al nostro problema, la risposta & che I'unico valore possi-
bile per la probabilita richiesta & zero. Ma questo significa che la funzio-
ne p(x) & la funzione nulla e dunque non caratterizza piu le probabilita
relative alla variabile aleatoria, come invece avveniva nel caso discreto,
€ per questo serve cambiare prospettiva.

Per cominciare, si pud considerare ancora il problema guida e, per
fissare le idee, si pud provare a descrivere la probabilita di un evento
specifico, ad esempio la probabilita che il numero estratto cada nell’in-
tervallo [0.2,0.3]. La questione non ¢ tanto determinare tale valore — in-
fatti, come gia discusso nella classe quarta, esso & dato dal rapporto tra
la misura dell'insieme degli eventi “favorevoli” e quella dell'insieme degli
eventi “possibili” — quanto caratterizzarlo in modo efficace ed espres-
sivo. Per farlo, l'idea € di rappresentare graficamente la situazione e
sfruttare quanto osservato nell’attivita di estrazione casuale mediante |l
foglio elettronico: si introdurra allora un’opportuna funzione, la funzione
costante uguale a 1, e si notera che il nostro valore di probabilita si pud
interpretare come area del suo sottografico.

Naturalmente un solo esempio non basta ed & quindi opportuno
considerare altre situazioni, € in ciascuna di esse visualizzare (dimo-
strare & invece troppo delicato) la corrispondenza probabilita-area del
sottografico e dunque, in ultima analisi, probabilita-integrale; corrispon-
denza che sussiste, piu in generale, per ogni variabile aleatoria. Si con-
clude cosi che nel caso continuo assume un ruolo fondamentale una
funzione, detta densita di probabilita, e che tramite l'integrale si pud
esprimere ogni valore di probabilita relativo alla variabile. Un ruolo esat-
tamente analogo a quello rivestito in fisica dalla densita di massa o di
carica elettrica.

Questo approccio didattico per introdurre la descrizione della pro-
babilita nel continuo ¢ illustrato anche nella sezione 4.2 della dispensa
relativa agli aspetti teorici. Chiaramente non € I'unico ragionevole, tut-
tavia & elementare e abbiamo sperimentato che permette agli studenti
di formarsi almeno alcune idee di base e di attribuire un senso alla for-
malizzazione.

E la funzione di ripartizione? Non si puod negare che nel calcolo delle
probabilita sia molto utile, poiché, a differenza della densita, & una fun-
zione di punto e permette di trattare in modo unitario le variabili aleatorie
discrete e quelle continue. Tuttavia nella scuola secondaria, secondo
noi, non serve che lo studente ne ricordi il nome e la definizione: basta
sia in grado di impiegarla per ricavare valori di probabilita oppure infor-
mazioni specifiche, sfruttando quanto conosce del calcolo integrale, in
particolare I'integrazione sugli intervalli illimitati. E se tale funzione com-
pare in un quesito della sessione suppletiva dell’Esame (MIUR, 20164a)),
€ anche vero che il testo ne riporta il significato e I'espressione; percio,
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per rispondere, non ¢ indispensabile averla studiata nel corso dell’anno,
basta saper interpretare un testo espresso nel linguaggio simbolico.
Invece di introdurre molti oggetti matematici, preferiamo investire del
tempo per curare la modellizzazione in attivita come quella sulla posi-
zione dell’elettrone nell’atomo di idrogeno proposta nella sezione 6:

Secondo la meccanica quantistica la distanza r dell’elettrone dell’atomo
di idrogeno (nello stato fondamentale) dal nucleo si descrive mediante
una variabile aleatoria di densita

fin) = r‘igr?e%,
dove rg e il raggio di Bohr, ossia il raggio dell’orbita circolare su cui inve-
ce ruota I'elettrone secondo la teoria semi-classica.
Qual € la probabilita che I'elettrone si trovi dentro la sfera che ha come
centro il nucleo e raggio ry 0 sulla sua superficie?

Qual € invece la probabilita di tale evento per la teoria semiclassica?

A questo punto, per completare I'esame degli aspetti generali relativi
alle variabili aleatorie, rimane solo da estendere al caso continuo la de-
finizione dei valori di sintesi. E delicato ma, sulla base del lavoro svolto
sulla definizione di integrale, ci aspettiamo che gli studenti non abbiano
particolari difficolta a considerare il corrispondente continuo dei singoli
oggetti matematici che intervengono nel caso discreto: ossia I'integrale
al posto della sommatoria, e f(x)dx al posto di p(x), dove f & la funzione
densita e p € la funzione che caratterizza le probabilita nel discreto.

Approfondimento. In questo segmento del percorso abbiamo proposto
di dimostrare che, nell’estrazione casuale di un numero nell’intervallo [0,1),
la probabilita di uscita di un numero fissato € nulla. A questo risultato & sot-
teso I'assioma di additivita numerabile della probabilita, come pud osser-
vare il docente; allora perché non cogliere I'occasione per accennare agli
assiomi della probabilita e, piu in generale, per approfondire il significato di
sistema assiomatico e le sue caratteristiche essenziali?

Ne abbiamo gia discusso nel percorso, e lo abbiamo fatto in modo
elementare ancora nella classe prima, nel’ambito della geometria sintetica
a partire dal gioco MU ([Cappello e Innocenti, 2022, pag. 48)]. Ma lo sug-
geriscono anche le Indicazioni nazionali negli Obiettivi specifici di apprendi-
mento, proprio per la classe quinta:

Nell’anno finale lo studente approfondira la comprensione del metodo
assiomatico e la sua utilita concettuale e metodologica anche dal punto
di vista della modellizzazione matematica. Gli esempi verranno tratti dal
contesto dell’aritmetica, della geometria euclidea o della probabilita, ma
e lasciata alla scelta dell’insegnante la decisione di quale settore disci-
plinare privilegiare allo scopo.

E un ulteriore modo per fare matematica davvero.
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E le altre distribuzioni citate nelle Indicazioni nazionali?

Della binomiale abbiamo gia discusso. Vediamo allora quali aspetti
delle altre distribuzioni di base si dovrebbero affrontare (ne parliamo
anche in [Cappello, Danzi e Scapin, 2017]).

Senza dubbio vanno esaminati i contenuti fondamentali relativi alla
distribuzione normale. Precisamente, per iniziare, si pud osservare che in
vari contesti interviene una famiglia di funzioni esponenziali a due para-
metri, il cui grafico ha la caratteristica forma “a campana”; cio awiene, ad
esempio, nell’approssimazione della distribuzione binomiale, nella distri-
buzione degli errori accidentali relativi alla misura di una data grandezza,
ma anche in quella delle altezze di una popolazione omogenea.

Di tali funzioni abbiamo gia analizzato vari aspetti nel percorso: il
grafico nel foglio di attivita 9, il fatto che esse non ammettono primitive
esprimibili elementarmente — anche se € noto il loro integrale sull’in-
sieme dei numeri reali — e il calcolo di alcuni integrali significativi che le
riguardano nel foglio di attivita 5. Restano percio da investigare solo gli
aspetti probabilistici; in particolare, si pud osservare che ciascuna di tali
funzioni & una densita e si possono congetturare i valori di sintesi del-
la corrispondente distribuzione, a partire dal significato geometrico dei
due parametri della famiglia (il calcolo effettivo di tali integrali € proprio
quello proposto nel foglio di attivita 5).

Noi ci fermeremmo qui. Un riferimento per questi diversi contenuti,
compresi quelli relativi all’analisi, e I'ipertesto [Danzi, 2016], mentre una
sintesi delle parti pil specificamente rivolte alla probabilita & la dispensa
Distribuzione normale.

Approfondimenti. In aggiunta, ad alcune classi o ad alcuni studenti si
puod proporre la standardizzazione della variabile aleatoria normale e il cal-
colo dei suoi valori di probabilita. | ragazzi possono esaminare autonoma-
mente i due video riportati nella seconda parte dell’ipertesto, Standardiz-
zazione della v.a. normale e Calcolo di probabilita relative alla v.a. normale,
€ poi mettere alla prova quanto appreso, cercando di risolvere 'esercizio
indicato nella sezione 5 del documento. Invece, per la rielaborazione e lo
studio possono ricorrere alla dispensa Distribuzione normale: approfondi-
menti, che raccoglie i principali materiali dell’ipertesto.

E la distribuzione di Poisson? Volendo, si pu0 introdurre la sua espres-
sione e indicare come ricavarla iterativamente a partire dalla probabilita di
non ottenere alcun successo, ma anche osservare che modellizza eventi
rari, ad esempio nel contesto del bombardamento di Londra nella secon-
da guerra mondiale o del decadimento radioattivo. Un valido riferimento,
analogo a quello proposto sulla distribuzione normale, & [Scapin, 2016]; si
tratta di un lavoro articolato, che verte su molti aspetti, € per questo ne pro-
poniamo una sintesi nella dispensa Distribuzione di Poisson, che rimanda
ad alcuni video formativi: Modellizzazione di eventi rarl, Bombe su lL.ondra e
Simulazione del bombardamento.
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Ecco dunque il nostro percorso sulle variabili aleatorie. Pur riguar-
dando solo i contenuti essenziali, € ricco dal punto di vista didattico,
poiché lascia spazio all’esplorazione e propone una formalizzazione alla
portata degli studenti, a partire dal fatto che si costruisce grazie al loro
apporto. Per il riepilogo degli aspetti di calcolo abbiamo predisposto |l
foglio di attivita 70, mentre per la verifica sommativa proponiamo I'e-
sempio verifica 5, che pero riguarda anche le equazioni differenziali, allo
scopo di sondare una piu vasta gamma di contenuti.

1.2.5 Un punto d’arrivo: le equazioni differenziali

LLe equazioni differenziali sono uno strumento fondamentale per mo-
dellizzare situazioni in diversi ambiti e si incontrano in vari corsi univer-
sitari gia nei primi anni, come scrivono gli autori del testo [Accascina et
al., 2006, pag. 101]:

Gli studenti di molti Corsi di Laurea si devono assai presto confrontare
con fenomeni di natura dinamica e con il problema di darne una rappre-
sentazione formale efficace, capace di fornire previsioni. A questo fine
le equazioni differenziali costituiscono uno strumento molto importante
e sono quindi un argomento matematico di cui € molto utile conoscere
almeno i primi rudimenti.

Esse costituiscono il punto di arrivo del percorso di Analisi del liceo
scientifico, ma gia nel secondo biennio & importante esaminare alcune
uguaglianze in cui intervengono una funzione e le sue derivate, come
abbiamo illustrato in [Anzellotti, Cappello, Innocenti, 2005] € come ve-
dremo a breve.

Del resto, lo studio delle equazioni differenziali € iniziato con la nasci-
ta del calcolo differenziale, nel diciassettesimo secolo, secondo quanto
osserva Giusti in [Giusti, 1989, pag. 132]:

Il problema dell’integrazione di equazioni differenziali si presenta fin

dall’inizio del calcolo, sotto la veste di “problema inverso delle tangenti”.

Si tratta, in breve, di trovare una curva quando sia data una relazione tra

la tangente e le coordinate, che nei casi pit semplici si scrive analitica-

mente nella forma
Y fixy).

Percio, come & avvenuto storicamente, anche a scuola ha senso
considerarle quando si inizia a studiare il calcolo infinitesimale, magari
esplorando alcune semplici situazioni gia dopo aver introdotto la de-
rivata — senza con questo proporre termini specifici, generalizzare o
discutere metodi risolutivi —, e riservandosi di approfondirle piu avanti
nel corso della classe quinta.
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Il tema & molto vasto ed € nuovo per i licei, non compariva nem-
meno nei programmi del Piano nazionale di informatica [MPI, 1996],
ma le Indicazioni nazionali indicano chiaramente 'angolazione da cui
esaminarlo:

Altro importante tema di studio sara il concetto di equazione differen-
ziale, cosa si intenda con le sue soluzioni e le loro principali proprieta,
nonché alcuni esempi importanti e significativi di equazioni differenziali,
con particolare riguardo per I'equazione della dinamica di Newton. Si
trattera soprattutto di comprendere il ruolo del calcolo infinitesimale in
quanto strumento concettuale fondamentale nella descrizione e nella
modellizzazione di fenomeni fisici o di altra natura.

Dunqgue la normativa non fa alcun cenno a tecniche di calcolo —
come invece si premura di fare per la derivata e per l'integrale —, ma
suggerisce di focalizzare I'attenzione sul concetto di soluzione, sull’esa-
me di esempi significativi di equazioni e sulla modellizzazione. Tuttavia,
curiosamente, le equazioni differenziali non vengono citate nel Quadro
di riferimento per I’'Esame di Stato [MIUR, 2018].

Popolazioni, molle, paracadute

Per iniziare si possono costruire ed analizzare modelli differenziali di
semplici fenomeni fisici o di altra natura, nel modo che ci proponiamo
ora di illustrare su alcuni esempi. In particolare, alcuni aspetti si presta-
no ad essere discussi gia nel secondo biennio, come vedremo nel caso
del decadimento radioattivo e del moto della molla.

Decadimenti e crescite di popolazioni

Nel percorso abbiamo investigato il fenomeno del decadimento ra-
dioattivo gia nella classe terza, e lo abbiamo fatto mediante la tabella
della funzione esponenziale, sfruttando l'ipotesi che la quantita di ma-
teria si dimezzi in intervalli di tempo di opportuna ampiezza (periodo di
dimezzamento). Tuttavia alla situazione si pud guardare anche da un
altro punto di vista, che possiamo schematizzare in questo modo?:

Ogni sostanza radioattiva decade nel tempo. in ogni istante, il tasso
di variazione della quantita di materia € direttamente proporzionale
alla quantita di materia.

8 Giustificato, ad esempio, in [Bramanti et al., 2000, pag. 287 e 288], seppure
relativamente alla crescita di popolazioni. Invece il fenomeno del decadimento
radioattivo € illustrato, ad esempio, in [Resnick et al., 1995, pag. 1195 e 1196].
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Costruisci un modello della situazione e prova a determinare I'e-
spressione della quantita di materia.

Al solito, & bene presentare la questione come problema aperto. Even-
tualmente si pud pensare di studiarla prima per le successioni, ottenendo
cosi una semplice equazione “alle differenze”, che si vede immediata-
mente essere soddisfatta da una successione esponenziale; con questa
esperienza il passaggio al continuo sarebbe poi piuttosto naturale.

In ogni caso, per il lavoro svolto sulla derivata, ci aspettiamo che i
ragazzi non abbiano difficolta a tradurre la proprieta indicata nel testo
in un’equazione della forma y' = ay, dove y € la quantita di materia
mentre a € una costante negativa, entrambe espresse in opportune
unita di misura. A questo punto possono congetturare alcune soluzioni
e verificarle, semplicemente sostituendole nell’equazione: trovano cosi
che la funzione e* & soluzione €, piu in generale, che la funzione ce® &
soluzione per ogni valore della costante c¢; il docente aggiungera che
non ne esistono altre.

Quest’'analisi si pud proporre gia nella classe terza, nel’ambito dello
studio della funzione esponenziale. Nella classe quinta si pud andare oltre
e puntualizzare due caratteristiche fondamentali del modello, che peraltro
hanno validita generale: I'incognita & una funzione e non un nuMero, come
awiene invece per le equazioni con le quali gli studenti operano abitual-
mente; inoltre I'equazione ammette infinite soluzioni. Per comprenderlo &
utile tracciare i grafici della famiglia di soluzioni al variare di ¢ e riflettere sul
significato di tale costante nel contesto del problema nonché sul fatto che
essa resta univocamente determinata una volta assegnata un’opportuna
condizione, ad esempio la quantita di materia ad un dato istante.

Poi si possono dedurre alcune caratteristiche delle soluzioni diretta-
mente dalla loro espressione, come il comportamento all’infinito oppure
il tempo necessario affinché la quantita di materia si riduca di una data
percentuale. Non & nulla di nuovo, ma questo esame aiuta a formarsi
un’idea piu precisa del modello e permette di consolidare gli strumenti
sviluppati nel secondo biennio.

’equazione differenziale introdotta modellizza anche diversi altri fe-
nomeni. Uno & 'andamento della temperatura di un corpo di piccole di-
mensioni che si sta raffreddando, considerato nel percorso della classe
terza e a cui accenna Anzellotti in [Anzellotti, 2023, pag. 96]. Un altro
¢ la crescita (in questo caso, per a > 0) o decrescita di popolazioni, in
opportune condizioni; un classico esempio & 'andamento del numero
di abitanti degli Stati Uniti tra il 1790 e il 1850, descritto in [Israel, 2002,
pag. 33].

Entrambi i fenomeni si prestano ad essere discussi con gli studenti
nel modo indicato per il problema del decadimento radioattivo.
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Approfondimenti. Quello del’andamento di una popolazione € un
contesto significativo e si pud pensare di approfondirne qualche aspet-
to, discutendo alcuni modelli analoghi a quello considerato prima. Even-
tualmente una parte di quanto proponiamo si pud completare piu avanti,
quando gli studenti avranno sviluppato una maggior confidenza con i nuovi
oggetti matematici introdotti.

Per iniziare, si pud analizzare il caso in cui la popolazione ha un tasso
di variazione periodico, e dunque un modello & y'(t) = asin(wt) y(t), oppure
€ anche soggetta ad immigrazione a tasso costante, percio I'equazione
diventa y'(t) = ay(t) + k, oppure ad immigrazione a tasso periodico, e un
modello & allora y'(t) = ay(t) + sin(wtf). Sono tre equazioni un po’ piu artico-
late rispetto a quella da cui siamo partiti, ma si pud ugualmente provare ad
investigarle e a congetturare alcune soluzioni®*,

Poi si pud osservare che il modello che prevede una crescita a tasso
costante schematizza efficacemente I'andamento della popolazione quan-
do essa non & soggetta a vincoli, come chiarisce Israel in [Israel, 2002, da
pag. 31 a 40]:

[...] 'aspetto caratteristico della legge di crescita esponenziale: la di-
namica descritta da questa legge non e influenzata da alcun elemento
esterno. [...] Non intervengono né aspetti esterni (quali la limitazione del
cibo, delle risorse ambientali, I'inquinamento, ecc.), né aspetti sociali
(imiti indotti dalle forme di organizzazione sociale, vincoli economici,
scelte di autolimitazione, ecc.). E come se la legge malthusiana espri-
messe in formula questa idea: in assenza di limiti e coercizioni di qual-
siasi natura, la potenzialita riproduttiva della specie € una caratteristica
biologica invariabile, espressa, per I'appunto, da una costante, da un
numero positivo. La specie, lasciata a se stessa, sotto I'impulso della
Sola spinta riproduttiva, cresce ad un tasso costante. [...]

[La legge di crescita esponenziale] non va pit bene quando non sono
trascurabili i fattori di freno esterni.

Per tener conto dei vincoli si ricorre spesso, almeno in prima appros-
simazione, ad una nuova equazione, detta logistica; essa ha la forma
y' = ay(M - y) e si pud ottenere come “aggiustamento” della precedente
imponendo che il tasso di variazione sia proporzionale anche alla differenza
tra la quantita limite M e la quantita di popolazione. E, in effetti, questa de-
scrizione € in accordo con valori osservati della popolazione degli Stati Uniti
fino al 1950, come e mostrato in [Israel, 2002, pag. 46].

Risolvere I'equazione non ci sembra cosi importante. Semmai & signi-
ficativo provare a dedurre alcune proprieta delle soluzioni direttamente

# Queste tre situazioni sono state suggerite da Alessio Marinelli.
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dall’equazione e ipotizzarne il grafico; poi, a partire dall’espressione della
soluzione, si pud precisarne I'andamento, determinando, in particolare, il
comportamento all’infinito e il punto di massima crescita, secondo quanto
proposto nell’attivita Crescita di popolazioni con il file Logistica.ggb, che
mostreremo nel paragrafo 2.3 insieme agli altri materiali realizzati sul tema.
Ne descriviamo alcuni aspetti anche in [Anzellotti, Cappello, Innocenti,
2008].

Molle e moti armonici

In modo analogo al caso del decadimento radioattivo, si pud discu-
tere il moto di un corpo che si muove lungo una retta soggetto alla sola
forza elastica, ad esempio agganciato ad una molla. Come & noto, tale
forza di richiamo ha intensita proporzionale alla distanza del corpo dalla
posizione di equilibrio; pertanto, ricorrendo al principio della dinamica
che esprime la proporzionalita tra forza e accelerazione, si pud sche-
matizzare il moto mediante I'equazione del secondo ordine x" = — wx,
dove x ¢ la coordinata del corpo al variare del tempo € w € una costante
positiva, espressa in opportune unita di misura (conviene assumere |'o-
rigine del sistema di riferimento nella posizione di equilibrio). La situa-
zione & dunque in linea con l'indicazione della normativa di considerare
I'’equazione della dinamica di Newton, approfondita con chiarezza nel
classico testo [Alexandrov et al., 2000, pag. 392, 393].

Ragionando sul’equazione non dovrebbe essere difficile trovare
alcune soluzioni, tra le quali seno e coseno di opportuni argomenti;
d’altronde ci si puo aspettare che il moto sia periodico gia dal fatto che
riguarda una molla oppure, piu in generale, un corpo soggetto ad una
forza di richiamo di intensita proporzionale alla distanza dalla posizione
di equilibrio. Delle soluzioni poi occorre comprendere il significato fisico,
esaminando, ad esempio, le condizioni iniziali e la dipendenza del pe-
riodo dalla costante elastica e dalla massa.

In ogni caso, questi aspetti si possono discutere gia nella clas-
se quarta, quando si studia la derivata delle funzioni trigonometri-
che. Nella classe quinta va analizzata piu in profondita I'equazione
del moto, ipotizzando la soluzione generale (oltre alle due soluzioni
seno e coseno, gli studenti dovrebbero accorgersi che sono soluzioni
anche le loro combinazioni lineari; il docente precisera che non ce
ne sono altre), investigando il significato cinematico delle costanti e
rappresentando mediante GeoGebra i grafici della famiglia al variare
dei parametri.

Aggiungiamo I’attrito

Un esempio ancora piu significativo & il moto del paracadutista, ov-
vero di un grave soggetto ad una forza di attrito dovuta alla resistenza
dell’aria, che si assume abbia intensita proporzionale alla velocita. An-
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che in questo caso I'equazione si costruisce a partire dall’equazione
di Newton e, se si assume come incognita la velocita v al variare del
tempo, si puo scrivere nella forma v’ +% v = g; meglio se tale scelta non
€ proposta direttamente dal docente, ma emerge dalla discussione del
problema.

Gli studenti verificano la soluzione generale (che, presumibilmen-
te, dovra essere fornita loro o almeno precisata sulla base delle loro
proposte), individuano quella che corrisponde ad una velocita iniziale
assegnata, ne esaminano il comportamento, in particolare all’infinito,
e determinano in quale istante il corpo raggiunge, ad esempio, il 95%
della velocita limite.

Anche in questa situazione I'analisi non € perd completa se i ragazzi
non controllano I'attendibilita di quanto ottenuto e non provano a giu-
stificarlo dal punto di vista fisico: possono osservare che la resistenza
del mezzo aumenta con la velocita avvicinandosi all’'intensita della forza
peso; percio, a regime, il corpo tende a muoversi a velocita costante,
proprio come si ricava per via analitica. Sono queste le considerazio-
ni, tra le altre, su cui si possono basare all'inizio per formulare alcune
congetture sulle soluzioni dell’equazione e sulla loro espressione, senza
aspettare le indicazioni del docente.

Se invece si esprime I'equazione del moto del paracadutista in ter-
mini della coordinata che identifica la posizione al variare del tempo, si
ottiene un’equazione differenziale del secondo ordine. Risolverla non ci
sembra importante al liceo; piuttosto va osservato in classe che un’e-
quazione della stessa forma modellizza anche la quantita di carica elet-
trica in un circuito RLC, situazione descritta nella lettura [Castelnuovo,
Gori Giorgi e Valenti, 1988, pag. 602], un testo ricco di notevoli spunti
didattici e scaricabile liberamente in rete. Insomma, un’unica equazione
schematizza diversi fenomeni, come peraltro avviene per I'equazione
della crescita esponenziale e per molte altre equazioni differenziali:
proprio importante studiarle!

Una formalizzazione

Il passo successivo e precisare le nozioni di base cosi introdotte:
quella di equazione differenziale e quella di soluzione. Per farlo preferia-
mo ricorrere ad una descrizione nel linguaggio naturale e non ad una
formulazione rigorosamente ineccepibile®®, ma che poi non si utilizza

% Diversi testi in adozione nei licei ripropongono invece le definizioni dei manuali
universitari, che essenzialmente sono del tipo: un’equazione differenziale (ordi-
naria) & un’equazione della forma F(x,y,y",....y") = 0, dove y(x) &€ una funzione
incognita definita su un intervallo reale e a valori nell'insieme dei numeri reali, e F
€ una funzione assegnata di n + 2 variabili.
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pil nel percorso e dunque verrebbe percepita come un’inutile compli-
cazione. In sostanza, basta che i ragazzi abbiano chiaro che le equa-
zioni differenziali sono uguaglianze che mettono in relazione tra loro una
quantita e il suo tasso di variazione, lo esprimano dicendo che in tali
uguaglianze compare una funzione incognita e una o piu delle sue de-
rivate, e ne conoscano alcuni esempi significativi. Inoltre & importante
siano consapevoli che si tratta di un’uguaglianza tra funzioni, e pertanto
deve essere soddisfatta per ogni valore della variabile indipendente, in
un opportuno intervallo.

Una descrizione analoga, almeno per alcuni aspetti, si legge in [Tall,
2016, pag. 332]:

Le equazioni differenziali ci dicono qualcosa delle velocita con cui una
quantita cambia e il nostro compito € trovare la quantita stessa.

D’altra parte & bene avere in mente che, come per tutte le equazioni,
non & sempre possibile e nemmeno necessario “trovare la soluzione”, e
spesso occorre e basta ricavare alcune proprieta delle soluzioni.

Stabilito cio, si osservera che le soluzioni, anche se sono funzioni, si
indicano di solito con i simboli y, x, v... e non con i simboli f(x), g(x), h(x)...:
non & scontato per gli studenti €, talvolta, & causa di misconcezioni.

Inoltre, senza preoccuparsi troppo dei nomi, si generalizzera quanto
discusso negli esempi iniziali e si chiarira che in molti casi le soluzioni
si ottengono, tutte o quasi, da un’unica espressione al variare di una o
piu costanti, tante quante il massimo ordine delle derivate che compa-
iono nell’equazione; e che il valore di queste costanti resta determinato
quando sono assegnate opportune condizioni sulle soluzioni. Nell’e-
sempio del paracadutista cio significa che, se si conosce la velocita
iniziale, allora si conosce la velocita del corpo in ogni istante successivo
e dunque si pud prevedere con esattezza I'evoluzione del moto... alme-
no in teoria.

E un’affermazione forte quest’ultima, che va ben oltre gli aspetti tec-
nici del modello: riguarda infatti la possibilita di prevedere il futuro, a
partire da opportuni valori iniziali. Anche su risultati matematici di que-
sto tipo si fondavano il meccanicismo e il determinismo del XVIII e XIX
secolo e I'enorme fiducia che essi riponevano nella scienza e nella pos-
sibilita di descrivere ed interpretare il mondo mediante i suoi strumenti,
come precisa Laplace nel Saggio sulla probabilita (1814):

Lo stato attuale del sistema della natura consegue evidentemente da
quello che era all’istante precedente e se noi immaginassimo un’intelli-
genza che a un istante dato comprendesse tutte le relazioni fra le entita
di questo universo, essa potrebbe conoscere le rispettive posizioni, i
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moti e le disposizioni generali di tutte quelle entita in qualunque istante
del futuro.

In teoria. Nella pratica invece la misura delle condizioni iniziali € sog-
getta ad errori, e in diverse situazioni una variazione, anche piccola, nei
dati iniziali comporta una variazione significativa delle soluzioni dell’e-
quazione differenziale. Pertanto la visione di Laplace va ridimensionata;
Cio awiene in parte gia durante il XIX secolo, e in modo piu completo
nel XX secolo, come attestano le celebri considerazioni di Poincaré trat-
te da Scienza e metodo (1908):

Se conoscessimo esattamente le leggi della natura e la situazione dell’u-
niverso all’istante iniziale, potremmo prevedere esattamente la situazio-
ne dello stesso universo in un istante successivo. Ma se pure accades-
se che le leggi naturali non avessero pit alcun segreto per noi, anche in
tal caso potremmo conoscere la situazione iniziale solo approssimativa-
mente. Se questo ci consentisse di prevedere la situazione finale con la
stessa approssimazione non occorrerebbe di piti e potremmo dire che
il fenomeno ¢& stato previsto [...]. Ma non e sempre cosi: pud accadere
che piccole differenze nelle condizioni iniziali ne producano di grandissi-
me nei fenomeni finali. Un piccolo errore nelle prime produce un errore
enorme nelle seconde. La previsione diviene impossibile.

La questione € complessa, ma riteniamo sia importante discuterne
qualche aspetto in classe, magari in collaborazione con il docente di fi-
losofia, per mostrare ancora una volta come la matematica non sia una
disciplina a sé stante, ma sia strettamente intrecciata con lo sviluppo
del pensiero e con diversi campi del sapere. Di questo legame si parla
in [Giaquinta, 2009] e, per il tema piu specifico delle equazioni differen-
ziali, in [Israel, 2002, cap. 2] e [Bischi, 2003]; riferimenti adatti, in parte,
anche agli studenti.

Le questioni significative

Abbiamo gia anticipato che, secondo noi, al liceo non € importante
esaminare metodi risolutivi per le equazioni differenziali, o perlomeno,
non € una priorita. In realta c’é un’eccezione, e riguarda le equazioni
della forma y' = fix) e y" = f(x), dove f & una funzione assegnata; la ra-
gione ¢ che la loro risoluzione si riduce al calcolo di primitive € dunque
a procedimenti gia noti agli studenti; percio in questo segmento del
percorso e sufficiente considerarne qualche esempio.

Ma allora, se non si discutono metodi risolutivi, quali sono le que-
stioni da affrontare a scuola? A nostro avviso non sono poche e si
possono condensare nell’'indicazione della normativa di focalizzare
I’attenzione sui concetti e sull’interpretazione; alcune sono gia state
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esaminate negli esempi iniziali, altre sono proposte nei fogli di attivita
11 e 12 con il file CampiDirezioni.ggb, e nel complesso si possono
sintetizzare come di seguito:

e verificare che una funzione & soluzione di un’equazione assegnata o
di un dato problema di Cauchy

e congetturare soluzioni di un’equazione; in aggiunta, nel caso delle
due equazioni notevoli y' = ay e y" = —a?y, scrivere tutte le soluzioni,
ricostruendole volta per volta, come indicato nelle pagine precedenti

* apartire da opportune condizioni, determinare il valore delle costanti
che intervengono nell’espressione della soluzione generale e inter-
pretarne il significato nel contesto del problema

e dedurre proprieta delle soluzioni senza risolvere I'equazione; ad
esempio

L’equazione y' = —2y? ha soluzioni crescenti? Ha soluzioni costanti?

e costruire un’equazione differenziale che ammetta come soluzione
una funzione assegnata

* modellizzare mediante un’equazione una semplice situazione, in
particolare di tipo fisico 0 geometrico; ad esempio

Una funzione y ha questa proprieta:

per ogni punto P del suo grafico, considera la retta tangente in P e
indica con A il punto in cui essa incontra I'asse x e con M il punto in
cui incontra I'asse y; allora M & il punto medio di AP,

Scrivi un’equazione differenziale che abbia y come soluzione.

e tracciare il grafico di alcune soluzioni a partire dal campo di direzioni;
ma anche soltanto capire cosa significa il campo di direzioni & un
buon risultato.

Tali questioni riguardano specificamente le equazioni differenziali,
tuttavia riteniamo altrettanto formativo analizzare le loro soluzioni ed
eventualmente interpretarle nel contesto del problema, ad esempio de-
terminandone il comportamento ai bordi dell’insieme di definizione. Na-
turalmente esercizi di alcune delle tipologie indicate si trovano anche nei
libri di testo; tra questi, € importante considerare quelli relativi al moto
dei corpi, come richiesto dalla normativa, oppure ai circuiti elettrici, visto
che di solito si affrontano in fisica proprio nella classe quinta.
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Al liceo non ci sembra invece opportuno esaminare nel dettaglio te-
oremi relativi all’esistenza e all’unicita delle soluzioni; pud bastare quan-
to emerge durante la discussione degli esempi iniziali e delle attivita
in classe, anche alla luce di quanto € avvenuto storicamente ([Giusti,
1989, pag. 134)):

[...] le ricerche sulle equazioni differenziali durante tutto il Settecento sono
dirette da una parte alle applicazioni, in particolare alla meccanica e alla
geometria, dall’altra alla determinazione esplicita delle soluzioni, o quanto
meno alla loro espressione sotto forma di integrali. E soltanto con Cau-
chy che si pone il problema di dimostrare a priori I'esistenza di soluzioni
per I'equazione differenziale u' = fit,u) nella sua forma generale. Lo stesso
Cauchy introduce per essa il problema di valori iniziali che poi assumera il
suo nome, e dimostra I'esistenza e 'unicita in piccolo di una soluzione [...].

Tuttavia, ricordiamo che € importante accennare alla rilevanza, an-
che filosofica, della questione dell’esistenza e unicita delle soluzioni e
della dipendenza continua dai dati, nel senso indicato nelle pagine pre-
cedenti.

Uno sguardo alla risoluzione

Noi ci fermeremmo qui. Al piu, per alcuni studenti o per alcune clas-
si, si puo discutere la risoluzione delle equazioni differenziali a variabili
separabili, anche perché diversi modelli considerati nel percorso sono
di questo tipo; lo sono, ad esempio, quelli relativi al moto del paracadu-
tista, alla crescita logistica, ai circuiti RC ed RL.

Approfondimento. Per risolvere le equazioni a variabili separabili rite-
niamo che al liceo si possa ricorrere alla notazione di Leibniz, purché gli
studenti abbiano ben chiaro che & una prospettiva informale e sappiano
che si giustifica mediante la regola di derivazione delle funzioni composte.
Del resto, il procedimento & proposto esplicitamente anche in vari testi uni-
versitari, tra cui il classico [Apostol, 1991, pag. 412]. Invece un riferimento
che precisa gli aspetti teorici sottesi € [Delladio e Stach, 2018].

In ogni caso, utilizzare questo metodo risolutivo & anche un’occasione
per consolidare il calcolo di primitive e alcuni aspetti del calcolo algebrico.

E con questo abbiamo terminato I'analisi delle equazioni differenziali,
ma anche I'analisi di quanto ci sembra ragionevole proporre in una clas-
se quinta e di come riteniamo opportuno farlo.

Naturalmente servira investire del tempo per discutere quesiti e pro-
blemi assegnati nella seconda prova del’Esame di Stato: diversi sono
gia stati affrontati nel percorso, ma nel periodo finale dell’anno scolasti-
co va svolto un lavoro piu sistematico, con I'accortezza di far emergere
le abilita e i principali contenuti coinvolti, e di effettuarne la manutenzio-
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ne. In questo contesto, inoltre, si potranno approfondire alcuni aspetti
trattati solo in parte nel corso della classe quinta, quali 'esame della
funzione integrale e la dimostrazione rigorosa del teorema fondamenta-

le del calcolo integrale.
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1.3 Un percorso in sintesi

Nel capitolo abbiamo illustrato un possibile percorso didattico per la
classe quinta, realizzato sulla base delle scelte didattiche generali espo-
ste nel paragrafo 1.1 e ispirate, a loro volta, ai criteri ricordati nell’In-
troduzione. Si tratta di molti aspetti, che spaziano dalle considerazioni
sulla normativa alle modalita didattiche, e per questo abbiamo pensato
di schematizzare i principali mediante una tabella, cosi da fornire una
rapida panoramica della proposta.

Come l'intero percorso, anche questa sintesi &€ una proposta, nel
$enso che non va necessariamente seguita in ogni dettaglio, ma é piut-
tosto un riferimento, che pud servire al docente per chiarire il proprio
pensiero e per costruire poi il proprio percorso.

La sua utilita risiede soprattutto nel fatto che & stata sperimenta-
ta in numerose scuole e che copre l'intero anno scolastico. Piu preci-
samente, si basa sulla nostra esperienza e su quella di molti docenti,
Su quanto abbiamo discusso con loro e sugli aggiustamenti operati in
seguito; inoltre, fornisce un’immagine completa della programmazione
della classe quinta, coerente con quella del primo e secondo biennio, e
pertanto dovrebbe aiutare a compiere scelte piu consapevoli.

Considerando aspetti piu pratici, come nei volumi relativi al primo e al
secondo biennio, lo schema & organizzato in blocchi, che costituiscono
i segmenti in cui si pud suddividere il percorso; in particolare, ognuno
di essi € in corrispondenza... biunivoca con una sezione del paragrafo
1.2: ad esempio, il blocco 7. Integrale & illustrato nella sezione 1.2.1, il
blocco 2. Geometria analitica dello spazio nella sezione 1.2.2 e cosi via.

| tempi indicati comprendono le verifiche e prevedono un impegno
annuale complessivo di 120 unita orarie di lezione?®. Naturalmente non
possono che essere approssimativi; 1o & in particolare il totale relativo
alla classe quinta, che tiene conto del fatto che la normativa riserva alla
matematica 4 ore settimanali nei licei scientifici e che alcune di esse
vengono impiegate in altre attivita.

Lo schema proposto prevede che siano gia stati esaminati i punti
nodali del percorso relativo al secondo biennio; in particolare: la deriva-
ta (dalla definizione alla determinazione dell’equazione delle rette tan-
genti e alla risoluzione dei problemi di ottimizzazione), i limiti e i grafici di
funzioni (analizzati anche mediante la derivata prima) e lo schema delle
prove ripetute.

% Nella sperimentazione del percorso nelle nostre classi ogni unita oraria & di 50
minuti.
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CONTENUTI e MODALITA TEMPI.
(unita orarie)

1. Integrale

Area di un sottoinsieme del piano: non solo una questione
geometrica (ad esempio, misura dell’inquinamento); sti-

me mediante la quadrettatura e con GeoGebra, calcolo 4
dell’area di sottografici in casi elementari. Definizione del

lavoro di una forza su un cammino rettilineo.

Definizione di integrale per funzioni continue come limite
di somme, interpretazione in vari contesti (ad esempio,
consumo energetico di un dispositivo); relazione con I'a-
rea, integrali di funzioni pari e dispari. Proprieta elementa-
ri: linearita, additivita sull’insieme di integrazione.
Funzione integrale?” e teorema fondamentale del calcolo
integrale, uno strumento per il calcolo dell’integrale. Uno
squardo alla storia: la nascita del calcolo infinitesimale nel
XVl secolo. 20
Primitive di una funzione. Calcolo di primitive: funzioni
base e linearita; funzioni del tipo flax + b) dove f & una
funzione base, per tentativi e “aggiustamenti” delle co-
stanti; per parti.

Calcolo di aree di sottografici e di sottoinsiemi del piano
delimitati da curve: interpretazione di tali figure geometri-
che, ricorrendo anche alle formule delle aree di poligoni.
Calcolo del lavoro di una forza.

Ulteriori strumenti di calcolo: primitive di funzioni che sono
derivata di funzioni composte riconoscendone la struttu-
ra, primitive per sostituzione (cenni), primitive di semplici
funzioni razionali.

Espressione di alcune grandezze come integrale e loro
calcolo. In particolare: volume di solidi di rotazione attor-
no all’asse x, volume di un solido nota I'area delle sezioni
(eventuali approfondimenti: volume di un solido di rotazio- 18
ne attorno all’asse y, “gusci cilindrici”), valor medio di una
funzione; grandezze fisiche (cinematiche, quantita di cari-
ca...).

Integrale su intervalli non limitati: esempi notevoli di integrali
convergenti e di integrali divergenti, paradosso del volume
finito e della superficie infinita. Esempi di funzioni che non
ammettono primitive esprimibili in modo elementare.

" Si approfondira nel secondo quadrimestre, curando anche la dimostrazione del
teorema fondamentale del calcolo integrale.
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2. Geometria analitica dello spazio

Distanza tra due punti nello spazio; somma di vettori, mol-
tiplicazione di un vettore per uno scalare, prodotto scala-
re: dall’interpretazione geometrica a quella in coordinate;
condizioni di parallelismo e perpendicolarita tra vettori.
Un problema di ottimizzazione ed equazione del piano,
vettore normale; equazione del piano per tre punti. GPS
ed equazione di una superficie sferica, piano tangente in
un suo punto.

Esempi di equazioni di curve in forma parametrica nel pia-
no e nello spazio (ad esempio, ellisse ed elica cilindrica)
e loro visualizzazione mediante GeoGebra; dall’equazione
della retta in forma parametrica nel piano all’equazione
della retta nello spazio.

Equazione di rette perpendicolari e differenze rispetto al
caso bidimensionale; determinazione della distanza di
un punto da un piano e di un punto da una retta, anche
come problema di minimo.

Esame di prismi e tetraedri mediante gli strumenti della
geometria analitica dello spazio.

3. Funzioni continue e funzioni derivabili

Esempi di funzioni “continue” e “non continue” (volume di
una sostanza in prossimita della temperatura di fusione,
campo elettrico di una sfera, aliquote IRPEF...). Definizio-
ne di funzione continua e significato geometrico ed ana-
litico. Due proprieta fondamentali delle funzioni continue:
teorema degli zeri, applicazione all’esistenza di soluzioni
di equazioni e alle stime del loro valore; teorema di Weier-
Strass e massimi e minimi globali di una funzione. Analisi
delle ipotesi di un teorema e controesempi, negazione di
un’affermazione in cui compaiono quantificatori.

Esempi notevoli di funzioni non derivabili in un punto e
loro interpretazione grafica: tangente sinistra diversa dalla
tangente destra, tangente verticale. Relazione tra conti-
nuita e derivabilita.

Teorema di Rolle e teorema della media di Lagrange; in-
terpretazione geometrica e cinematica, il Safety Tutor;
uso di tali risultati per costruire semplici dimostrazioni di
teoremi che descrivono il legame tra la derivata e la fun-
zione. Cura della formalizzazione e della comunicazione.

Convessita di una funzione, significato geometrico, punti
diflesso e loro relazione con la derivata seconda. Applica-
zione alla costruzione e all’analisi del grafico di una funzio-
ne e consolidamento degli strumenti coinvolti.

15
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4. Distribuzioni di probabilita

Formalizzazione di variabile aleatoria come variabile nu-
merica “casuale”, descrizione della probabilita per variabili
aleatorie discrete: la funzione che fornisce la probabilita
che la variabile aleatoria assuma ciascuno dei suoi valori.
| valori di sintesi dalla statistica alla probabilita: valore atte-
SO e sue interpretazioni; la varianza, una misura di disper-
sione. Esame dell’equita di alcuni giochi, anche mediante
simulazioni al foglio elettronico.

Una distribuzione di base: dallo schema delle prove ripe-
tute alla distribuzione binomiale.

Variabili aleatorie continue: un modello materiale di varia-
bile aleatoria ed estrazioni casuali in un intervallo reale;
descrizione della probabilita per variabili aleatorie continue
e funzione densita, estensione al continuo delle definizio-
ni dei valori di sintesi. Un esempio significativo: elettrone
nell’atomo di idrogeno e densita radiale di probabilita. Di-
stribuzione normale: densita normale come modello per
molti fenomeni (ad esempio, la distribuzione di un carat-
tere in una popolazione omogenea e degli errori casuali
nella misura), congettura dei parametri che costituiscono
i valori di sintesi, richiami sugli aspetti analitici relativi alla
densita normale e sul calcolo dei valori di sintesi.

5. Equazioni differenziali: un primo approccio

Modellizzazione di fenomeni mediante equazioni differen-
ziali: decadimento radioattivo e crescita di popolazioni,
moti armonici, caduta libera in presenza di attrito...
Congettura e verifica di soluzioni; rappresentazione gra-
fica delle soluzioni; soluzione generale e interpretazione
delle costanti; deduzione di proprieta delle soluzioni diret-
tamente dall’equazione. Esame quantitativo delle soluzio-
ni ed interpretazione dei risultati nell’ambito del modello.
Precisazione della nozione di equazione differenziale e di
soluzione. Equazioni differenziali e previsione dell’evolu-
zione di fenomeni, cenni storici.

Risoluzione nei casi y'(x) = f(x), y"(x) = f(x).

Approfondimenti

Equazione del piano per tre punti come combinazione li-
neare di due opportuni vettori. Distanza punto-piano come
lunghezza della proiezione sul vettore normale.
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Standardizzazione della variabile normale ed esempi di
calcolo delle probabilita.

Probabilita di eventi rari e distribuzione di Poisson, espres-
sione analitica della distribuzione e costruzione della for-
mula in modo iterativo. Una situazione di interesse stori-
co: bombe su Londra.

La teoria assiomatica della probabilita come ulteriore
esempio di teoria assiomatica.

Risoluzione di equazioni differenziali mediante separazio-
ne di variabili. Alcuni esempi notevoli: moto del paracadu- 3
tista, circuiti RL ed RC, crescite logistiche.

Revisione e consolidamento

Analisi, discussione e risoluzione delle prove recenti as-
segnate all’Esame di Stato. Revisione di aspetti nodali af-
frontati negli anni precedenti. Eventuale approfondimento
di aspetti tecnici non esaminati nel percorso.
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2. Alcuni materiali didattici

2.1 Le verifiche sommative

Come nei due volumi relativi al primo e al secondo biennio, i primi
materiali che mostriamo sono i testi delle verifiche sommative assegnate
ad una nostra classe quinta, poiché restituiscono una rappresentazione
sintetica ed immediata di molti aspetti del percorso realizzato a scuola,
0 almeno, del percorso che si ritiene di aver realizzato. Naturalmente,
per quanto significative, esse non esauriscono le modalita di verifica
dellapprendimento e dell’insegnamento a cui € opportuno ricorrere
nella pratica didattica. Infatti, per il docente & importante ottenere feed-
back su tali processi con una certa continuita e in modo diversificato,
cosi da poter prendere decisioni efficaci ed eventualmente reindirizzare
il percorso; per ragioni analoghe, & importante per lo studente ottenere
feedback sul proprio apprendimento, anche non legati al voto.

Le prove verifica 1 e verifica 4 sono quelle originali, mentre le altre
tre sono state costruite aggiungendo alcuni esercizi alle versioni iniziali,
assegnate a distanza durante la pandemia di Covid-19. Naturalmente
vanno anche proposte, nel corso dell’anno scolastico, una o piu simu-
lazioni della seconda prova del’Esame di Stato, utili agli studenti per
autovalutarsi e per sperimentarne le caratteristiche — come il tempo a
disposizione e la possibilita di scegliere il problema e i quesiti da risolve-
re —, e utili al docente per ricevere informazioni sulla disponibilita a lungo
termine delle conoscenze e delle abilita dei ragazzi.

Nella progettazione delle verifiche abbiamo tenuto conto dei prin-
cipi didattici generali indicati nell’Introduzione, ma anche di alcuni cri-
teri specifici che abbiamo stabilito per le prove ([Cappello e Innocenti,
2023, sez. 3.1]) e che ora ci proponiamo di sintetizzare.

Innanzitutto la verifica dovrebbe vertere sui contenuti nodali esami-
nati, ma soprattutto, permettere allo studente di mettere in atto piu abi-
lita significative; non serve, e non sarebbe nemmeno possibile, una dia-
gnosi minuziosa di ogni aspetto discusso. Inoltre il docente dovrebbe
costruire il proprio testo, confrontandosi magari con altre proposte ma
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modulandole poi sulla propria classe e sul contesto che la caratterizza.
Ed é opportuno che ciascun quesito risponda ad uno o piu obiettivi,
diversificati tra loro nel complesso della prova, anche se non & sempre
possibile stabilire a quali specifiche abilita/competenze ricorra lo stu-
dente nell’affrontarlo.

Per chiarire meglio di quali obiettivi stiamo parlando, entriamo un
po’ piu nel dettaglio e consideriamo I'esempio verifica 7 riportato nelle
pagine successive; per ogni quesito li possiamo schematizzare in que-
sto modo (il numero nell’elenco corrisponde a quello del quesito nella
prova):

1. interpretare una formula; disporre degli aspetti teorici in situazione e,
piu precisamente, decidere di ricorrere al teorema fondamentale del
calcolo integrale e saperlo impiegare con padronanza

2. manipolare un’espressione in vista di un obiettivo e determinare pri-
mitive “aggiustando” le costanti

3. utilizzare con consapevolezza lo strumento integrale, cogliendo la
differenza tra integrale e area; leggere il grafico di una funzione ed
eventualmente sfruttarne le simmetrie. Notiamo che nel complesso
della verifica intervengono, in modo equilibrato, tutti i tipi di funzioni
base

4. individuare in un testo gli elementi utili per rispondere; utilizzare I'in-
tegrazione per parti; ricavare informazioni sul modello a partire da
altre assegnate

5. tradurre le condizioni espresse nel testo in equazioni; gestire il diver-
S0 ruolo delle lettere che compaiono nell’espressione di una famiglia
di funzioni (variabili, parametri, costanti)

6. generalizzare e dimostrare mediante il calcolo con le lettere; in par-
ticolare, scrivere I'equazione della retta tangente al grafico di una
funzione in un suo generico punto

7. utilizzare quanto si sa per affrontare situazioni nuove, impiegando
con proprieta il linguaggio delle funzioni e riconoscendo che nel
caso in esame serve integrare per parti

8. utilizzare quanto si sa per affrontare situazioni nuove, manipolando
opportunamente un’espressione algebrica.

Agli obiettivi specifici indicati, come osservato piu volte nel volume,
si aggiungono quelli trasversali di curare la comunicazione e la giustifi-
cazione dei procedimenti e delle affermazioni. E importante condividerli
con gli studenti e fare in modo che diventino un riferimento per orientare
la rielaborazione di quanto affrontato in classe; ed & altrettanto impor-
tante discuterne la rilevanza per la formazione culturale della persona
prima che per il proseguimento degli studi: interpretare un testo o una
figura, passare da una forma di rappresentazione all’altra, argomenta-
re... hanno un valore che va ben oltre I'aula.
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Aspetti piu operativi sono gia stati precisati in [Cappello e Innocen-
ti, 2022, sez. 3.1], con la differenza che per la classe quinta il tempo
previsto per lo svolgimento di alcune verifiche & diverso dagli usuali 90
minuti assegnati nel primo e nel secondo biennio (in tal caso, € riportato
nel testo):

[...] il tempo previsto per svolgere ogni prova € di 90 minuti, in modo
che gli studenti abbiano la tranquillita necessaria per riflettere sul si-
gnificato delle richieste, curare I'esposizione, realizzare rappresentazioni
grafiche, giustificare con chiarezza i passi compiuti e per controllare i
calcoli svolti. [...]

Una precisazione: il simbolo* che compare nel testo segnala un quesito
di una tipologia che non é stata discussa in classe, ma al quale i ragazzi
pPOSSONO provare a rispondere utilizzando quanto conoscono.

In ogni caso il lavoro degli studenti non si esaurisce con la consegna
del proprio elaborato al termine della prova. Infatti:

Dopo la verifica gli studenti riesaminano a fondo i quesiti, ne discutono
insieme, riscrivono la risoluzione di alcuni di essi curando la formalizza-
zione, e si confrontano con lo svolgimento scritto che viene loro pro-
posto dal docente. E anche questo un modo per studiare ed imparare.
Ma non basta: dovrebbero riprendere gli esercizi anche in seguito e in
pit occasioni [...]. E, con l'aiuto del docente, dovrebbero riflettere sui
propri punti forti e di debolezza, sull’organizzazione dello studio, a parti-
re dalla gestione degli appunti. Cosi la verifica diventa un’occasione per
ripensare complessivamente il proprio apprendimento ed eventualmen-
te reindirizzarlo |[...].
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13 ottobre 2020 Classe quinta Verifica 1

Verifica di matematica

1. Illavoro fornito da un generatore in un circuito nell'intervallo di tempo [0, t] ¢, in opportune
unita di misura:

t t 1, \ .
fo p(x)dx = k- — —sin(2mt), dove p ¢ la potenza elettrica e k una costante.
Determina la potenza all'istante £ = 1 e giustifica in dettaglio.

2. Determina le seguenti primitive.

1 1
f(3x—2)\/3x—2dx f3—x+\/§dx

3. Calcolal'area del sottoinsieme del piano delimitato dal grafico della funzione f(x) = cos G)
e dall’asse x nell'intervallo [—, 4]; arrotonda il risultato alla seconda cifra decimale.

4. La probabilita P(x) che lelettrone nell’atomo di idrogeno abbia distanza minore o uguale a
7 * x metri dal nucleo & una primitiva della funzione f(x) = 4x?e~2*, dove rp & una costante’.

- Determina le primitive di f
- Osserva che deve essere xlier P(x) = 1;allora, tra le primitive di f, qual & la funzione P(x)?

5. Ilgrafico della funzione f(x) = alnx + b passa peril punto (e, —1) e vale fle f(x)dx =e—3.
Trova i valori dei parametri a e b.

6. Considera la funzione f(x) = i

- Calcola I'area del sottoinsieme del piano delimitato dal grafico di f, dalla retta tangente
ad esso nel suo punto di ascissa 1 e dalla retta di equazione x = 2

- Per p > 0, considera poi il sottografico di f nell'intervallo [p, 2p] e la retta ¢ tangente al
grafico di f nel suo punto di ascissa p. Mostra che, al variare di p, sono costanti le aree
delle due parti in cui tale sottografico & diviso da t. [Da Esame 2018]

7*. E data una funzione f che ha derivata seconda continua in [0,1]. Sapendo che f(0) =1,

f(1) =3e f'(1) = 2,calcola fle”(x)dx.

0

. x2-1
8*. Prova a determinare [ — dx.

! Precisamente 75 = 5,292 107" m ed ¢ nota come raggio di Bohr, ossia il raggio dellorbita che percorre le-
lettrone dell’'atomo di idrogeno nel modello semiclassico di Bohr (1885-1962).
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Meta novembre 2020 Classe quinta Verifica 2

7.

Verifica di matematica

. Spiega come si pud ricavare la formula che fornisce, mediante un integrale, il volume del

solido generato dalla rotazione attorno all'asse x del sottoinsieme del piano delimitato dal
grafico di una funzione f(x) e dall’asse x su un intervallo [q, b].

Determina le seguenti primitive.

3 — ) 11-2
f V2lnx —1 d fsin(Zx) e—smzx dx f X

—— 2 4
Pl X2 +3x—10"

. Considera il sottoinsieme R del piano delimitato dal grafico della funzione f(x) = 2vx,

dalla retta tangente ad esso nel punto x, = 1 e dall’asse y.
Calcola il volume del solido che si ottiene dalla rotazione di R attorno alla retta y = 2.

133
Considera la funzione f(x) = {4(x 1) sex< 1.
Inx sex >1

Trova per quale valore di a il valor medio di f nell'intervallo [0, a] ¢ 1.
*In generale, se M ¢ il valor medio di una funzione g in [0, c], qual ¢ il valor medio della
funzione 1 — 2g in[0, c]?

1
x2+2

Considera l'integrale [, dx.

- Mediante unopportuna maggiorazione spiega perché converge
- Calcola il suo valore.

. Un solido ha come base un semicerchio di raggio 2 e le sue sezioni con piani perpendicolari

al diametro sono triangoli equilateri.

Dopo aver stabilito un opportuno sistema di coordinate cartesiane, scrivi un integrale che
permetta di calcolare il volume del solido (non ¢ richiesto il calcolo); giustifica.

Si dice funzione Gamma la funzione definita per ogni @ > 0 daT'(a) = f0+°° x@1o=%dx.
Dimostra che vale I'(a + 1) = al'(a).
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Meta dicembre 2020 Classe quinta Verifica 3

Verifica di matematica — tempo a disposizione 60'

1. a) Considera nel piano cartesiano la retta r:y = X+ 2; scrivi l'equazione di r in forma pa-
rametrica e illustra il procedimento seguito.
b) Spiega come si pud determinare la distanza punto-piano sfruttando il prodotto scalare.

2. Considera la superficie sferica 2 che ha un diametro di estremi Q(—1,2,—4) e R(3,—6,4).
Scrivi lequazione del piano tangente in Q a Z.

x+2y+z—-2=0

xX—2y+2z—-1=0

Determina per quale valore del parametro k la retta r ¢ perpendicolare al piano
12x -2y +kz—1=0.

3. Scrivi le equazioni parametriche della retta 7: {

4. E dato il tetraedro regolare ABCP. Si sa che P ha coordinate (—1,3,5) e che una delle altezze

x=4+2t
del triangolo ABC ¢ sullarettar: yy=—1—t t€R.
z=3+t

Determina le coordinate dell’ortocentro H di ABC.

* Considera il piano m per H e perpendicolare ad r. Determina le equazioni dei piani paralleli
a 7 che distano da esso 2v6.
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9 febbraio 2021 Classe quinta Verifica 4

5.

6.

Verifica di matematica - tempo a disposizione 70'

. Dimostra che I'equazione cos x = x% — 3x ha una soluzione positiva e trova un intervallo di

ampiezza 1 a cui essa appartiene.
Poi dimostra che nell’intervallo (2, +) la soluzione & unica.

Considera la funzione f(x) = |x — 4| — Vx. Per ciascuno dei seguenti intervalli, indica se
sono verificate le ipotesi teorema di Lagrange per f; giustifica.

[0,3] [1,4] [2,5]

Tra di essi, scegli un intervallo in cui il teorema si puo applicare e trova il punto che verifica
la tesi.

. Considera la famiglia di funzioni f(x) = (Inx + a)3.

- Mostra che per ogni a la funzione ha due punti di flesso e che il loro rapporto non di-
pende da a
- Verifica che il punto di flesso minore ¢ a tangente orizzontale per ogni valore di a
- Considera ora il caso a = 1. Calcola la pendenza del §raﬁco nel punto di flesso maggiore
. , 3. 1
e spiega perché nell'intervallo [e, +0) vale f(x) < —x — 4.

Mostra con un controesempio che non vale la tesi del teorema di Weierstrass per una fun-
zione definita in un intervallo [a, b] € non continua su tale intervallo.
Lipotesi di continuita ¢ una condizione necessaria affinché valga la tesi del teorema?

2 cinl

Considera la funzione f(x) = {x Sin® sex ¥ 0. Utilizzando la definizione, calcola f'(0).
0 sex =0

11 teorema del punto fisso (versione unidimensionale) afferma:

se una funzione f:[0,1] - [0,1] ¢ continua, allora esiste un punto c € [0,1] tale che f (c) = c.

- Interpreta il teorema mediante un disegno
- Prova a dimostrare il teorema utilizzando il teorema degli zeri (per semplicita, supponi

£(0) £ 0 e f(1) # 1).
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marzo 2021 Classe quinta Verifica 5

Verifica di matematica

1. In un gioco si lanciano due dadi. Se i due numeri usciti sono diversi, si considera il minore;
altrimenti si considera il numero comune uscito sui due dadi. Se il numero cosi considerato
¢ maggiore di 3, si ricevono 4 euro; altrimenti si perdono 2 euro.

- Scrivi la distribuzione della variabile aleatoria X, guadagno al gioco
- Su “molte” giocate, quale guadagno medio (a giocata) ti aspetti?

2. Sistima che il giorno 18/02/2021 lo 0,72% della popolazione della provincia di Trento aves-
se il Covid-19. A partire da questo dato, il sito della fondazione ISI di Torino riportava la
probabilita dell'evento: almeno un abitante, scelto tra 100 della provincia, ha il Covid-19.

- Calcola tu la probabilita di tale evento

- Sul sito del quotidiano I1 Sole 24 ore, un articolo del 10/01/2022 indica due assunzioni
alla base del modello utilizzato dall'ISI:
[...] tutte le persone abbiano la stessa probabilita di infezione. [...] la probabiliti di avere
SARS-CoV-2 per ogni individuo é indipendente dallo stato degli altri individui.
Tali assunzioni sono alla base anche del modello che hai utilizzato tu? Spiega

- Nella stessa data, nella provincia di Bolzano cerano 10.634 positivi su 531.178 abitanti.
Per quale delle due province ha dispersione minore la variabile aleatoria che conta il nu-
mero di malati di Covid-19 su 100 abitanti?

L. . .. _ le ™™ x>0 N ..
3. Una variabile aleatoria X ha densita f(x) = 0 Z 0 dove 1 ¢& una costante positiva.
x <

- Verifica che la funzione f ¢ una densita di probabilita
- Calcola la mediana di X ossia il numero m tale che P(X < m) = P(X > m).

4. Quando si forma il ghiaccio sulla superficie di un lago, si puo assumere che la velocita di
variazione dello spessore del ghiaccio sia inversamente proporzionale allo spessore.
Indichiamo con y(t) lo spessore del ghiaccio, in ¢z, al tempo t = 0, espresso in giorni.

- Scrivi unequazione differenziale che modellizzi la situazione, sapendo che la costante
di proporzionalita ¢ 10 (in opportune unita di misura). Lequazione ammette soluzioni
costanti? Giustifica senza risolvere l'equazione

- Verifica che y(t) = V20t + c ¢ soluzione, per ogni valore non negativo della costante c.
Rappresenta i grafici di tali soluzioni

- Nel contesto del problema, a cosa corrisponde la costante c?

- Determina la soluzione tale che lo spessore al tempo t = 2 giorni & 7 c7.

In questo caso, dopo quanto tempo dall'istante iniziale lo spessore ¢ aumentato del 20%?
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5. Lequazione differenziale e* *y’ = cosy — 2 ha soluzioni crescenti?
Scrivi lequazione della retta tangente nel punto x, = 0 al grafico della soluzione che passa
3
er (0,=).
p (0’ 2)

6*. Una funzione y ha questa proprieta:

per ogni punto P del suo grafico, considera la retta tangente in P e indica con A il punto in cui essa
incontra l'asse x e con M il punto in cui incontra l ‘asse y; allora M ¢é il punto medio di AP

- Scrivi unequazione differenziale che abbia y come soluzione
- Una delle funzioni base ha la proprieta indicata. Quale? Giustifica.
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2.2 | materiali per costruire significati dell’integrale

Lintegrale & una nozione fondamentale dell’ Analisi. Quali aspetti
considerare al liceo e come organizzarli in un percorso in classe, sensa-
to per studenti e docenti, sono le questioni a cui cerchiamo di risponde-
re nella sezione 1.2.1 del volume, basandoci sulla nostra esperienza ma
anche sulle acquisizioni della ricerca e sulla normativa. Invece nel pa-
ragrafo 1.3 presentiamo una sintesi dei contenuti e delle modalita con
cui declinarli, e mostriamo come essi si collocano nel quadro dell’intera
programmazione della classe quinta.

Per fornire una rappresentazione piu concreta della nostra proposta,
intendiamo ora tornare sul tema e guardarlo da un’altra prospettiva,
attraverso i materiali realizzati a supporto delle attivita didattiche: tracce
di attivita, fogli di attivita e dispense; invece i file GeoGebra e i fogli di
calcolo, a cui alcuni di essi fanno riferimento, sono disponibili sul sito
che ospita i materiali del Progetto, dalla classe prima alla classe quinta?.

Come si possono utilizzare e quale sia il loro significato € chiarito
nell’Introduzione del volume. Di questi aspetti ci interessa precisare che
([Cappello e Innocenti, 2023, pag. 153)):

i suggerimenti e l'articolazione in pit sotto-domande che compaio-
no nelle tracce di attivita non vanno necessariamente presentati agli
studenti, almeno non tutti e non all’inizio del lavoro; infatti, di solito é
preferibile lasciare che i ragazzi esplorino liberamente la questione di
partenza in prima persona, formulino congetture, provino a giustificarle
e si confrontino con i compagni e con il docente (azioni, queste, che si
intrecciano e si ripetono ciclicamente). [...]

Piuttosto, le indicazioni e le precisazioni che si trovano nelle nostre trac-
ce di attivita servono al docente per formarsi un’idea piu chiara di quali
siano gli obiettivi dell’attivita e di come si possa articolare, pur nel ri-
spetto dei tempi di apprendimento degli studenti e valorizzando le loro
intuizioni.

In modo analogo vanno considerati i fogli di attivita, anche se per questi
materiali i suggerimenti sono pochi e possono costituire un utile riferi-
mento quando il lavoro viene svolto a casa. In questa prospettiva, le
dispense di norma vanno consegnate in un secondo momento e co-
stituiscono un riferimento per la rielaborazione personale, che integra le
esplorazioni dei ragazzi e i loro appunti, ma non li sostituisce.

Per inquadrare meglio i materiali che mostriamo nel paragrafo, & utile

% https://sites.google.com/unitn.it/currmatsssg.
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ricordare sinteticamente come € strutturato il segmento di percorso a
cui si riferiscono e in che modo si collocano nel suo sviluppo.

Come dicevamo, l'integrale € un oggetto matematico basilare; per
questo va esaminato in profondita e non va confuso con il calcolo di
primitive. In classe lo si puo introdurre a partire da due problemi fonda-
mentali: determinare 'area di un sottoinsieme del piano che non sia un
poligono e precisare cosa si intende per lavoro di una forza; anzi, per
motivare la prima questione, si pud partire piu da lontano, da attivita
come quella di misurare I'inquinamento dovuto alle polveri sottili sulla
base dei grafici delle densita giornaliere rilevate.

Il primo passo sara approssimare la figura mediante opportuni plu-
rirettangoli, trovare alcune stime dell’area e, nel caso del sottografico
di una funzione, provare a determinarne il valore esatto, nel senso pre-
cisato nella sezione 1.2.1. In questa fase & fondamentale che siano
gli studenti a trovare le risposte, pur con la mediazione di noi docenti,
indagando in prima persona € “mettendo le mani” sul problema, prima
con carta e matita e poi mediante GeoGebra, come richiesto nelle pri-
me attivita di questo blocco e all’inizio del foglio di attivita 7. Dovrebbero
cosi concludere che (in opportune condizioni) I'area del sottografico di
una funzione si pud esprimere come limite di una particolare somma.
In modo analogo dovrebbero arrivare a stabilire che ad un limite della
stessa forma conduce il problema del lavoro, e convincersi che tale
limite interviene anche in diversi altri contesti. Percio ha senso studiarlo
e attribuirgli un nome.

Si formulera cosi la definizione di integrale e se ne approfondira il
significato geometrico. Ma come calcolarlo in modo efficiente?

Si introdurra allora la funzione integrale e, anche attraverso oppor-
tune attivita realizzate con GeoGebra, se ne congetturera la relazione
con la funzione integranda e si enuncera il teorema fondamentale; cosi
si stabilisce un legame tra il problema delle aree ¢ il problema delle tan-
genti, e si riconduce il calcolo dell’integrale alla ricerca delle primitive.

Ora acquista un senso discutere alcune semplici tecniche per tro-
vare le primitive di una funzione, non certo all’inizio del percorso come
propongono usualmente i libri di testo. La nostra idea ¢ di farlo in paral-
lelo al calcolo del valore di alcune grandezze geometriche e fisiche; in
altre parole, proponiamo di non esaurire tutti gli aspetti di calcolo prima
di impiegarli in situazione, poiché le due attivita — calcolo e impiego —
si intrecciano e si arricchiscono a vicenda. Per questo nei primi due
fogli di attivita si richiede di determinare sia primitive (di funzioni del tipo
flax + b), dove f € una funzione base, e primitive per parti) sia aree di
sottografici e il lavoro di una forza.

Come si vede, la proposta ¢ ricca e, svolta per intero, occupa circa
24 ore di lezione, anche se la parte relativa all’approssimazione di aree
si puo affrontare gia nella classe quarta; pertanto € opportuno fermarsi
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e assegnare una verifica sommativa sugli aspetti che si vuole riman-
gano disponibili a lungo. Un esempio & verifica 7 ed & mostrato nel
paragrafo 2.1.

Cosa resta da esaminare? Innanzitutto alcune tecniche di base per
determinare primitive: primitive di funzioni composte, semplicemente at-
traverso il riconoscimento della loro struttura, e primitive per sostituzione,
in casi elementari; entrambe sono richieste nel foglio di attivita 3. Nel
contempo, in questo foglio e nel foglio di attivita 4, nella prospettiva dei
due fogli precedenti, si domanda di impiegare gli strumenti di calcolo svi-
luppati nel percorso per calcolare volumi di solidi, valori medi di funzioni
oppure valori di grandezze fisiche, anche mediante il supporto di attivita
realizzate con GeoGebra allo scopo di facilitare la visualizzazione di alcu-
ni solidi. Tuttavia, prima ancora di calcolare il valore di tali grandezze, ci
interessa che gli studenti sappiano esprimerle consapevolmente come
integrale di un’opportuna funzione e riescano a comprendere quando se
ne parla in un libro di testo, anche piu avanti nel corso dell’anno.

Non ¢ tutto. Per arricchire gli strumenti a disposizione, si pud di-
scutere I'estensione dell’integrale a domini illimitati, magari a partire dal
problema di determinare il lavoro di una forza quando il corpo viene
portato all’infinito, come richiesto, ad esempio, nel calcolo dell’ener-
gia potenziale elettrica del campo generato da una carica puntiforme.
Alcuni esercizi e semplici problemi al riguardo sono proposti nel foglio
di attivita 5, tra cui lo studio della convergenza dellintegrale in casi
elementari, anche attraverso il confronto grafico con le serie (quest’a-
nalisi qualitativa, dal punto di vista didattico, ci sembra piu importan-
te del calcolo effettivo dell’integrale), e il calcolo di alcuni integrali che
hanno una significativa interpretazione probabilistica nel contesto della
distribuzione normale. I quadro si completa con I'esame di semplici
primitive di funzioni razionali. Naturalmente, come abbiamo osservato
in varie occasioni, per consolidare I'apprendimento ed eventualmente
approfondirlo, &€ opportuno affiancare i materiali proposti con esercizi e
problemi tratti dai libri di testo, purché non inutiimente complessi.

Invece I'esame approfondito della funzione integrale e la dimostrazio-
ne del teorema fondamentale del calcolo sono aspetti piu delicati e pos-
SONo essere posticipati a segmenti successivi del percorso, ad esempio
alla conclusione dell’anno scolastico nell’ambito della revisione delle co-
noscenze e della manutenzione delle abilita utili per affrontare la seconda
prova dell’Esame di Stato, quando gli studenti dovrebbero aver acquisito
una certa confidenza con gli oggetti di base dell’Analisi.

Complessivamente questa seconda fase del percorso sullintegrale
richiede almeno 75 ore di lezione. Al termine si puo proporre una prova
sommativa come verifica 2, che, assieme alla precedente, costituisce
una sintesi di quanto, secondo noi, gli studenti dovrebbero sapere e
saper fare sull'integrale.
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Attivita

Inquinamento

Fai riferimento al file Inquinamento.xlsx.

Densita PMI10 il giorno 5/11/2020

Dati fomiti da APPA Trentino (sono prodatti dalle centraline ogni minuto; invece le medie orarie si trovana al link htps://bollettino appa.tn. it/aria/scarica)

In quale dei tre luoghi & maggiore | livello di

Trento - S. Chiara inquinamento da particelle PM10?
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Traccia di attivita

Approssimazione di aree

Nel percorso abbiamo calcolato aree di poligoni, suddividendoli in opportuni triangoli o rettangoli.
Abbiamo anche trovato una formula per I'area del cerchio e, mediante dilatazioni, una formula per
larea della figura delimitata dall ellisse.

Ora intendiamo approssimare 'area di altre figure piane che non siano poligoni. Per ora facciamo rife-
rimento all’idea intuitiva di area di una figura; piix avanti preciseremo rigorosamente questa nozione.

*  Periniziare, troviamo alcuni valori approssimati dell’area di una data figura.

Considera la figura rappresentata nell’Immagine 1 sul foglio quadrettato.
Quanto vale, circa, la sua area?
Osserva che il lato di ogni quadretto ha lunghezza 0,5 cm.

» Abbiamo cosi trovato alcuni valori approssimati dell’area della figura in esame. E un primo passo,
ma vogliamo compierne un altro: trovare un intervallo al quale, con certezza, appartenga l'area

della figura.

Stima larea della figura nellImmagine 1, per difetto e per eccesso.

*  Esevolessimo migliorare la stima ottenuta?

Discuti come si pud ottenere una stima piti precisa
Effettua tale stima.

Solo dopo aver stabilito con i compagni un procedimento per ottenere una stima pii precisa, chiedi
lTmmagine 2.

TN

~

Immagine 1 Immagine’ 2

* Questa immagine non va mostrata allo studente all'inizio dell’attivita. Altrimenti si suggerisce un procedimento
per ottenere una stima pil precisa, privandolo della possibilita di scoprirlo nella discussione assieme alla classe.
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Attivita

Approssimazione e stima di aree

Utilizza il file RadiceApprossimazione.ggb.

| BON ] RadiceApprossimazione.ggb
d fv {fv gﬁv E.v r@v @v év —.XV ;:év :%:v
LY r[c~]

Considera il sottografico della funzione v/x in [4.9] .
- Determina la prima cifra decimale dell'area

38 - Qual & il piu piccolo valore di n per il quale la differenza
tra la stima per eccesso e quella per difetto &€ < 0,1?
3 /
28 n=13
e

~

Area Sup =12.8579472259
15| Area Inf = 12.4733321204

-05 0 0.5 b 15 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6 6.5 7 7.5 8 8.5 9 9.5
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Attivita

Approssimazione di aree e metodo Monte Carlo

Utilizza il file MetodoMonteCarlo.ggb.

[ EON ] MetodoMontecarlo.ggbh
AL DO, 4] N =] ]

TN r[c~]

f

METODO MONTECARLO
Approssimazione dell'area del sottografico di f in [a,b].

Inserisci la funzione e I'intervallo in cui considerare il sottografico.
Muovi lo slider n per generare (casualmente) punti nel rettangolo [a,b]x[0,max f]
Nel riquadro arancione puoi leggere I'approssimazione dell'area.

fo0)= 'xz |

a=0 b=|2 |

n—=12400
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Foglio di attivita 1

Integrale e area — aspetti di base

. Traccia il grafico delle seguenti funzioni e fornisci una stima (per eccesso e per difetto)
dell’area del loro sottografico negli intervalli indicati. Utilizza n rettangoli con base di uguale
lunghezza.

f@=<in[12,n=3 fG)=Vxin[49,n=5  f(x)= e in[-11],n = 4.

Controlla il risultato e il procedimento per la funzione radice mediante il file RadiceApprossima-
zione.ggb.

. Calcola i seguenti integrali, utilizzando la loro interpretazione come area.

/73— Ixldx [P+ VE—xZ dx

. Siano 0 < a < b e x € [~b,b]. Si provi che f_bblx —al dx = a? + b2.
[Esame 2009 PNI, quesito 1]

1 1
. Sia f una funzione dispari e continua in [~1,1]. Quanto vale f_lfdx? E f_lf + ldx?

. Determina le seguenti primitive.

fsm(23x) dx fcos (g—g) dx fe_§+e2dx f\/Z—xdx

fxzzx +1

T dx

2 4 2 4 1
f2+3x * f(2+3x)5 ¥ ff/2(1—3x) ¥

. Una carica ¢ positiva si muove nel campo elettrico generato da una carica Q positiva. Come ¢
noto, ¢ ¢ soggetta ad una forza di intensita F(r) = %, dove 7 ¢ la distanza di gda Q e £¢ una
costante. Quanto vale il lavoro compiuto dalla forza quando ¢ si sposta da r; =1 ary = 2?
Le grandezze sono espresse in opportune unita di misura.

. Calcola l'area dei seguenti sottoinsiemi del piano

- tra il grafico della funzione f(x) = sin(2x) e l'asse delle x nell'intervallo [0,2]; scrivi il
risultato come numero decimale arrotondato alla seconda cifra dopo la virgola

- tra il grafico della funzione f(x) = e™*, la retta ad esso tangente nel punto x, = 0, la
retta di equazione x = 3 e l'asse delle x -

- trail grafico di f(x) = cosx, la retta ad esso tangente nel punto x, = ;€ larettay = 1.
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8. Considera la funzione f(x) = vx — 2 e la regione E tra il grafico di f e l'asse delle x nell'in-
tervallo [1, c], dove ¢ > 4.Trova il valore di ¢ per il quale l'area di E ¢ 4.

. Sy . ] . _ ¢t .
9. Pera > 0,151 consideri la funzione f: R — R definita da f(t) = T Verificare che

F(t) = Nrrw % ¢ la primitiva di f il cui grafico passa per lorigine.
[Da Esame 2019, problema 2]

10.Determinare a in modo che f;+1(3x2 + 3)dx sia uguale a 10.
[Esame 2018, quesito 7]

11.Sia § la regione limitata del secondo quadrante, compresa tra il grafico della funzione
y = %(x + 2)? e gli assi cartesiani. Determinare il valore del parametro reale £ affinché la
retta di equazione x = £ divida S in due regioni equivalenti.
[Da Esame 2023, problema 1]

Risultati

DZca<?i1215<A<1316 1,14<A<178
2)7; T+ 2

4) il secondo integrale ¢ uguale a 2

6) g

1 1 m-3
N3 -5
8)9

10)-2,1

11) V4 - 2.
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Attivita

Funzione integrale: congetture

Utilizza il file Funzionelntegrale.ggb.

Funzionelntegrale.ggb

[R] A A D @ O 4] N2 4,

» Algebra = X| ~ Grafici
® f(x) = x? Ll [cr]
c = 433098 f
® |1=27.07934 ?
® F=(4.33098,2 y F(x)
® B = (4.33098,0 25 3
® testol = “x=4 9/ Inserisci I'espressione di f(x) nella Vista Algebra.
® g =27.07934 3l Muovi il punto di ascissa x sull'asse x. Allora viene visualizzato
® testo3 = “F(4. 2p L il GRAFICO della funzione integrale F(x).
L]
® testo2 = “F(x) e ol a) CONGETTURA l'espressione di F(x)
® testo4 = “Inseri b) CONTROLLA la tua congettura: traccia con GeoGebra il grafico
® h:X =(0,0) + x della funzione che hai pensato ...
10
4.33008
F(4.33098) = / f(z)dr = 27.07934
5 0
0 xr = 4.33098
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Foglio di attivita 2

Integrale e aree — consolidamento e per parti

. Calcola l'area dei seguenti sottoinsiemi limitati del piano

- trail grafico della funzione f(x) = e* — 2,la retta ad esso tangente nel punto x, = 0 e I'asse x
- trail grafico della funzione f(x) = 2v/x — 2 e le rette ad esso tangenti nei punti xo = 1e
Xy = 9.

. Calcola l'area dei seguenti sottoinsiemi limitati del piano

- nel terzo quadrante, trale curve y = 2x —x% e y = x3

- trai grafici delle funzioni f(x) = ﬁ eg(x) = xz—z +2x+ 1

. Determina le seguenti primitive integrando per parti.

f(x+1) sin x dx f\/}lnx dx J(1+x2)e'2xdx flnzxdx

. Determina le primitive [ 2t cos(wt + ¢)dt.
Calcola l'integrale | 05 (1 — 3x)| cos(2x) | dx.

. Definito il numero E come E = f01 xe*dx, dimostrare che risulta fol x?e*dx = e —2E, ed
esprimere fol x3e*dx in termini di e ed E. [Esame 2017, quesito 1]

xe *+1

X

. Tra le primitive di f(x) =

nell'intervallo (=0, 0), trova quella che ha uno zero in

Xo = —1.

. Lafunzione f(x) = alnx + bx haun punto stazionarioin x, = levale flef(x)dx =6—2e2

Trovaivaloridiaeb.

. Determina la funzione polinomiale di secondo grado P che ha un massimo in (—1,3) e tale
2 8
che fo P(x)dx = -

. Sia §laregione limitata dal grafico della funzione f(x) = Inx e dall’asse x nell'intervallo [1,2].
Scrivi lequazione della retta passante per il punto (1,0) che divide § in due parti di uguale area.

10.Sia R la regione delimitata dal grafico della funzione f(x) = x? e dall'asse x nell'intervallo

[0,4]. Trova l'equazione della retta orizzontale che divide R in due parti di uguale area.
8i ottiene unequazione che potresti non riuscirve a risolvere. La sua soluzione & un numero intero:
individualo aiutandoti con la figura e verificalo.
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Risultati

1) %— 2In2; g

2) 5 2-1n2

3)—(x + 1) cosx +sinx +¢; Exﬁ (lnx —;) +c; —%(sz +2x+3)e 4+ ¢; x(In?x —2Inx+2) +c
4) % (t sin(wt + @) + %cos(wt + (p)) +c 1-— %n
5) fol x3e*dx = 6E — 2e

6) —e™* + In|x| + e nell'intervallo (—oo, 0)
7Na=4Db=-4

8)P(x) =—x%—2x+2
9)y=((n4—1Dx—Ind+1

10) —c+/c + 6¢ = 16, lequazione della retta & y = 4.
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Foglio di attivita 3

Integrale — primitive composte e integrali per sostituzione, volumi

1. Determina le seguenti primitive.

J X ax f Sl j LN
Vi=x2 3422 1+x*
1 1 in2
f3v1—2cosxsinxdx J-x—zcos(;)dx I%
f(x —1)e2x~" gy ﬁdx f e* V2 — 3eXdx
Vx
J‘ In? x p J‘ cos(Inx) dx f 2mktr? it
x S S e
X X ”080 [(tZ + a2)3
[Esame 2019]

2. Determina le seguenti primitive, riscrivendo opportunamente lespressione della funzione.
2
x“+2 1
dx f dx j cos® x dx
x2 41 tan x

3. Sia f:[=2,2] = R una funzione continua pari, tale che f_olf(x)dx = -5, foz f)dx =3,
Calcola, se ¢ possibile, f;f (g) dx e fozf(Zx)dx.

4. Considera il sottoinsieme R del piano delimitato dal grafico della funzione f(x) =Vx —1e
dalla retta che incontra il grafico di f nei punti di ascissa x; = 1 e x, = 4. Calcola il volume
del solido ottenuto ruotando R attorno all’asse delle x.

5. Considera la famiglia di funzioni f(x) = avx + b, con a,b > 0.

- Disegna il grafico di f per alcuni valoridia e b

- Sia Rlaregione limitata compresa tra il grafico di f e gli assi cartesiani. Sisa che I'area di
R &2 e che il volume del solido ottenuto facendo ruotare R attorno all’asse delle x & 27.
Trovaivaloridiae b.

6. La regione nel primo quadrante compresa tra il grafico della funzione f(x) =x3+5e¢la
retta ad esso tangente nel punto xo = 1 viene fatta ruotare attorno alla retta di equazione
y = 3. Qual ¢ il volume del solido ottenuto?
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7. La regione B compresa tra il grafico della funzione logaritmo e le rette x =1ey=1¢la
base di un solido § le cui sezioni, ottenute tagliando § con piani perpendicolari all’asse x,
sono triangoli rettangoli isosceli che hanno ipotenusa su B. Calcola il volume del solido.

8. Un recipiente sferico con raggio interno 7 & riempito con un liquido fino all’altezza h. Uti-
lizzando il calcolo integrale, dimostrare che il volume del liquido

¢datodaV =m- (1‘h2 - %3) [Esame 2016, quesito 3]

Suggerimento: introduci un opportuno sistema di coordinate cartesia-
ne. Il sottoinsieme della sfera occupato dal liquido si puo interpretare
come il solido generato dalla rotazione di ...

Alcuni risultati

3) 16; non ci sono informazioni sufficienti per calcolare il secondo integrale
T

4) 5 )

5\a=8,b= "
151

7) " (2e = 5).
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Foglio di attivita 4

Integrale — valor medio, integrale in fisica

1. Calcola il valor medio della funzione f(x) = |vx — 2| nell'intervallo [1,6].
In quanti punti la funzione assume tale valore?

2
2. Traccia il grafico della funzione f(x) = {x e X =1 11 valor medio di f nell'intervallo [0, a]
e x sex>1

- Mediante considerazioni grafiche, prevedi che valga a < 4 oppure a > 4? Giustifica
- Determina il valore di a.

3. Un corpo viene lanciato verticalmente verso I'alto con velocita iniziale vy da un punto posto
ad altezza h rispetto al suolo. Supponiamo che l'attrito sia trascurabile; allora la sua accele-
razione ¢ g.

- Utilizza il calcolo integrale per scrivere la legge oraria s = s(t) in termini di vy, h, g
- Nel determinare le primitive compaiono due costanti di integrazione: qual ¢ il loro signi-
ficato fisico?

4. Lintensita di una corrente alternata al variare del tempo t & i(t) = I, sin(wt), dove Iy, @
sono delle costanti.

- Qual ¢ il suo valor medio su un periodo? Giustifica.

- Si chiama walore efficace di una corrente alternata i(t) la radice quadrata del valor medio
di i?(t) su un periodo. Calcola il valore efficace della corrente alternata in esame.
Per determinare una primitiva di sin(wt) puoi utilizzare la formula di duplicazione del cose-
no.
Quando una corrente continua i attraversa una resistenza R, nell'intervallo di tempo At
viene dissipata l'energia Ri2At. Allora quale integrale esprime lenergia dissipata da una
corrente i(t) nel periodo 7?7 Giustifica.

- *Su un testo di fisica’ trovi

I/ valore eﬁimce di una corrente alternata é l'intensita di una corrente continua che, circolando
attraverso una resistenza, fornirebbe la stessa energia liberata dalla corrente alternata.

Dimostra questa affermazione su un periodo 7, utilizzando quanto osservato nel punto
precedente.

4 https://online.scuola.zanichelli.it/amaldi-files/Cap_E5/CapE5_Onde_e_InduzElettromagn_Amaldi.pdf a
pag. E129.
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5. La funzione f(x) & continua per x € [-4,4] e :

il suo grafico ¢ la spezzata passante per i punti : '

(=4,0), (=3,1), (=2,0), (0,=2), (1,0), (3,2), (4, 1).

Qual ¢ il valor medio di f(x) per x € [—4,4] e

[Esame Europa 2015, quesito 1]

6. Nel vuoto si consideri una distribuzione sferica uniforme di carica elettrica, positiva e di
raggio R. Indicata con x la distanza di un punto P dal centro della sfera, 'intensita del campo
elettrico generato da tale distribuzione di carica ¢ data da

kx se0<x<R ,
= 3 N
E(x) = {kxiz sex>R. dove k & unopportuna costante.

Sia g una carica elementare positiva collocata nel centro della sfera. Determinare l'espressio-

ne del lavoro compiuto dalla forza elettrica per portare la carica ¢ a distanza 2R dal centro

della sfera.

[Da Esame 2019, straodinaria, problema 1]

Risultati

1) 2062 2) 2+

5 3

3) - Considera un sistema di riferimento verticale, orientato verso l'alto e con lorigine sul suolo.

Allora I'accelerazione a ¢ costantemente uguale al valore —g. La velocita ¢ una primitiva di 4 e la posi-
zione s ¢ una primitiva della velocita. In definitiva si ottiene: s = — % gt? + vt + h... il procedimento
di calcolo ¢ dettagliato nel punto successivo.

- La velocitd v & una primitiva di —g. Percido v(t) = —gt + ¢, dove ¢; ¢ una costante opportuna; im-
ponendo la condizione v(0) = vy, si ottiene ¢; = V. Percio la prima costante rappresenta la velocita
iniziale.

- La posizione s ¢ una primitiva della velocit, percio s(t) = — %gt2 + vyt + ¢y, dove ¢, & una costante
opportuna; imponendo la condizione s(0) = h i ottiene ¢, = h.Percio la seconda costante rappresenta
la posizione iniziale.

4 - 0
- Qb

V2

- Viene dissipata l'energia R fOT i2(t)dt. Per giustificarlo, si ricorre alla usuale costruzione delle grandezze
con l'integrale: si suddivide l'intervallo di tempo in # intervallini, su ogni intervallino si approssima la
corrente come costante (ossia continua)...

- Lenergia relativa alla corrente continua di intensita ./, ossia uguale al valore efficace della corrente
alternata, e L = R - iZ¢ + T per la formula generale indicata nel punto precedente.

T .
Ora, per definizione di valore efficace, si ha iﬁff = w; e, sostituendo tale espressione in quella di
L,siottiene L =R - igff ‘T=R- fOT i2(t)dt.
Ma il membro di destra ¢ proprio lenergia relativa alla corrente alternata di intensita i(t) nel periodo
T, come abbiamo osservato nel punto precedente.
Concludiamo cosi che, nel periodo 7; il lavoro della corrente continua di intensita i, ¢ ¢ uguale a quello
della corrente alternata.
3
5) = 6) qkRZ.
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Foglio di attivita 5

Integrale — integrali su intervalli illimitati, primitive di funzioni razionali

1. Considera gli integrali

400 1 +00 1 0
———dx f ———dx f 32x+1gy
.[1 x+DVx+1 oo 14 2x7? o

- Mostra che sono convergenti, confrontandoli con opportuni integrali noti
- Determina il loro valore.

2. Osserva la figura e utilizzala
— ‘ool ()=
per giustificare che fl ~dx

diverge, sfruttando la diver-

genza della serie armonica ‘
w 1 . 1 ‘ ( I
Zn:z Tl. ‘
Z
3. La funzione f(x) = \/L_e 2 ¢ 1mportante in probabilita e vale f fo)dx = 1.

In tale contesto il numero f xf (x)dx e il numero f x%f (x)dx hanno un notevole

significato (valor medio e varianza).

- Calcola i due integrali nel caso in esame
Confronta la tua risoluzione con quella proposta nell’ipertesto del DiCoMat Lab, La distribuzione normale®
(x—uz)z yoo 1 , - (x—;;)z
- Poi calcola gli integrali f - er 202 dx e [__ N (x —p)“e 20% dx, dove
x—p

U, 0 sono due parametri e o > 0; puoi utilizzare la sostituzione z = —-,
g

- +
4. E noto che f_:}o e~ dx = V.

Stabilire se il numero reale #, tale che [* e™*" dx = 1 ¢ positivo oppure negativo.

—00
Determinare inoltre i valori dei seguenti integrali, motivando le risposte:
—x? _x2 +00 _gy2
A=[" x7Te™* dx B=["e*dx C=[""e5%" dx.
—u -u —o0
[Esame 2016, quesito 1]

s https://edulab.unitn.it/dicomat/probabilita/la-distribuzione-normale-e-il-teorema-limite-centrale/una-fa-
miglia-di-funzioni-interpretazione-probabilistica
La risoluzione ¢ nella sezione 3: scarica il Materiale per studenti e consulta la sezione 3.3, pag. 21.
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5. Determina le seguenti primitive di funzioni razionali.

f x+1 d f 1 d J‘ 1 d
— - ax —ax ——ax
x?—2x—8 4x2 +4x + 1 4x? + 8
f 3x+1 d f 1 d J‘ X d
X X D ax
x—2 x?—x 3x2 —4x+1
Rlsultatl
1) \/_’ V2’ 2In3
3) - 0,1
- Il primo integrale & uguale a [T - m(# +z0)e 2 dZ E quest’ultimo, per la linearita dell'integrale,
eugualeau-f 2dZ+O' fc:er 2dZ=[l'1+0'0=ﬂ,dOVCIlVleOI‘ClCllVELlOI‘C

dell'integrale fornlto nel testo e il valore O ¢il valore atteso ricavato nel punto precedente.

11 secondo integrale ¢ uguale a 2 - f — z e FTdz=0%1=0% ; il valore 1 rappresenta la varianza
ricavata nel punto precedente.

4) u>0;A=0;B=2—\/E;C=\/§

1 1 2 x
5) g(ln|x+2|+51n|x—4|)+c —mﬁ'c %arctan(ﬁ)+c
7In|lx — 2| +3x+¢ —In|x| +In|x — 1| +¢ Injx—1]=2In|3x — 1| +c.
2 6
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2.3 | materiali per investigare le equazioni
differenziali

Le equazioni differenziali sono uno dei nuovi temi previsti dalle In-
dicazioni nazionali per la classe quinta — anche se non compaiono nel
Quadro di riferimento per I'Esame di Stato [MIUR, 2018] — e costituisco-
no il punto d’arrivo del percorso di Analisi del liceo. Tuttavia ha senso
considerarne alcuni esempi significativi gia nel secondo biennio, come
osserviamo nel capitolo 1.

La nostra idea e la nostra interpretazione delle Indicazioni nazionali
e di dare rilevanza ai concetti e alla costruzione di significati, evitando
di ridurre lo studio di tali equazioni al’esame di una collezione di me-
todi risolutivi, come invece propongono vari libri di testo. Quale utilita
didattica potrebbe mai avere un lavoro di questo tipo? E in che modo
noi docenti potremmo giustificarlo a chi magari non proseguira gli studi
in ambito scientifico? Questo non significa perd eliminare il calcolo: si
tratta solo di non attribuirgli eccessiva importanza, o meglio, di consi-
derarlo soprattutto uno strumento per comprendere a fondo e non |l
fine del lavoro.

A nostro awiso, sono altri gli aspetti didatticamente rilevanti nella
scuola secondaria. Li esaminiamo nella sezione 1.2.5 e li schematiz-
ziamo nel paragrafo 1.3, mentre in questo paragrafo ci proponiamo di
chiarirli ulteriormente attraverso i fogli di attivita e le attivita realizzate sul
tema e sperimentate in classe. Come utilizzare tali materiali, lo ricordia-
mo, e commentato nell’Introduzione del volume.

Per iniziare si pud provare a modellizzare alcuni fenomeni mediante
equazioni in cui compaiono una funzione incognita e le sue derivate:
ad esempio, il decadimento radioattivo o il raffreddamento di un corpo;
ma anche crescite o decrescite di popolazioni nel caso in cui il tasso di
variazione sia proporzionale alla quantita di popolazione in ogni istan-
te. Eventualmente si pud approfondire cosa succede se si modifica
quest’ultima condizione: si pud aggiungere al tasso una costante (per
tener conto, ad esempio, di un’immigrazione) oppure si puo richiedere
che il tasso sia proporzionale anche alla differenza tra la quantita di
popolazione e un valore limite (per tener conto della limitatezza delle
risorse disponibil). Inoltre un’attenzione speciale va riservata ai moti,
come il moto armonico e il moto di caduta di un grave in un mezzo
resistente, anche perché I'equazione della dinamica di Newton ¢ citata
esplicitamente nelle Indicazioni nazionali.

’obiettivo principale di questa prima fase & prendere confidenza
con il nuovo tipo di equazioni. Pertanto, nei casi piu semplici gli stu-
denti congettureranno alcune soluzioni, mentre negli altri verificheranno
le espressioni fornite dal docente. Potranno inoltre interpretare le solu-
zioni nell’ambito del modello, investigare il significato delle costanti che
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intervengono nella soluzione generale, tracciare i grafici qualitativi delle
soluzioni, individuare le soluzioni che soddisfano opportune condizioni,
dedurre proprieta delle soluzioni direttamente dall’equazione e studiare
le loro caratteristiche.

Sulla base di queste attivita si preciseranno le principali nozioni in-
contrate, quella di equazione differenziale ordinaria e quella di soluzio-
ne. Non serve fornirne una sistemazione rigorosa, piuttosto € cruciale
che la formalizzazione introdotta sia fatta propria dagli studenti.

Per consolidare I'apprendimento, € opportuno esaminare questioni
analoghe a quelle discusse nella fase esplorativa, desumendole anche
dal libro di testo e curando in particolare gli aspetti legati alla fisica che
si studia nella classe quinta. Alcune sono proposte nel foglio di attivita
17 e nel foglio di attivita 72, accanto ad altre che le arricchiscono, come
la costruzione di un modello in un contesto geometrico, la rappresenta-
zione del campo di direzioni di un’equazione differenziale e il suo utilizzo
per tracciare il grafico di una soluzione. | due fogli, nel loro complesso,
mostrano quali sono secondo noi le richieste piu significative sull’argo-
mento. Questioni analoghe compaiono nell’attivita Crescita di popola-
zioni con il file Logistica.ggb, che volendo si pud proporre gia nella fase
iniziale di questo segmento del percorso, per indirizzare I’esplorazione.

| materiali realizzati rispecchiano dunque il nostro proposito di non
classificare minuziosamente le equazioni differenziali e di non addestra-
re lo studente a risolverle. D’altra parte i ragazzi non dovrebbero avere
difficolta ad affrontare le equazioni della forma y’ = f(x) e y"' = f(x),
dove f € una funzione nota: non si tratta di nulla di nuovo, basta sem-
plicemente rileggere mediante la nozione di equazione differenziale una
questione gia esaminata nel’ambito dell’integrale.

Tuttavia, in alcune classi, pud essere significativo discutere qualche
metodo risolutivo; noi propendiamo per la separazione delle variabili,
ricorrendo alla notazione di Leibniz ed evitando i casi troppo articolati.
Infatti il procedimento ci sembra coerente con I'impostazione dell’intero
percorso del quinquennio, visto che non richiede di ricordare formule a
memoria, ma di manipolare espressioni in vista di un obiettivo; peraltro,
permette di risolvere una buona parte delle equazioni che modellizzano
le situazioni esaminate in questo segmento del percorso.

L'intero blocco richiede una decina di ore di lezione, a cui vanno ag-
giunte, al piu, quelle dedicate all’esame di metodi risolutivi. Al termine si
possono proporre alcuni quesiti analoghi a quelli che compaiono nella
verifica 5: essi mostrano sinteticamente gli aspetti piu significativi di cui
a nostro awviso dovrebbe disporre lo studente del liceo scientifico.
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Foglio di attivita 11

Equazioni differenziali — questioni di base

1. Congettura alcune soluzioni delle seguenti equazioni differenziali e poi verifica che esse
siano effettivamente soluzioni.

rn

y' =4y y' =4y

2. Scrivi la soluzione generale delle equazioni differenziali seguenti; rappresenta i grafici delle
soluzioni della prima equazione.

y' ==2y y' = 2x y' =2

3. a) Spiega perché le soluzioni dell'equazione differenziale y’' — In(2 + y?) = 0 sono crescenti.

b) Mostra che lequazione y' = ye¥ — 2y ha due soluzioni costanti.

4. D’andamento nel tempo di una popolazione di batteri ¢ descritto da una funzione y(t), dove
il numero di batteri y ¢ espresso in milioni ed il tempo t in ore. Assumiamo che la velocita
di variazione della popolazione sia direttamente proporzionale al quadrato di essa: vale cioé
lequazione differenziale y' = sy?, dove s ¢ una costante negativa, espressa in opportune
unita di misura.

- Anche senza risolverla, l'equazione differenziale ci permette di affermare che la popola-
zione decresce nel tempo; perché?

- Verifica che, per ogni valore della costante ¢ < 0, la funzione y(t) = — ﬁ ¢ soluzione
dellequazione data

- Rappresenta graficamente 'andamento di y(t)

- Trova il valore della costante c, sapendo che al tempo ¢t = 0 la popolazione ¢ di due mi-
lioni e mezzo di batteri

- Postos = —0,03, determina di quanto si ¢ ridotta la popolazione, in percentuale, dopo il
primo giorno.

5. Considera lequazione differenziale y'' — 4y’ + 4y = 0. Verifica che la funzione
y(x) = (a + bx)e?* dove a, b sono costanti
¢ soluzione dell’equazione data per ogni valore dia e b.
Note le condizioni iniziali y(0) = 2 e y'(0) = —1, trova i valori delle costanti a, b.

6. Considera lequazione differenziale y' = x% + y2.

- Disegna la retta tangente in xo = —1 al grafico della soluzione y tale che y(—1) = %
- 1l grafico di una soluzione y dellequazione passa per un punto P e in questo punto ha
pendenza 3; allora quanto dista P dall'origine degli assi?
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7. Per risolvere lequazione differenziale y’ +y = 1 — e ™ si puo procedere come segue.

- Sisa che la soluzione generale dellequazione y' +y = 0 ¢ y(x) = ke, dove k € R
- Si assume allora che la soluzione dell'equazione data sia della forma y(x) = k(x)e™%,
dove k non ¢ piu costante ma € una funzione di x (metodo di variazione delle costanti).

Trova k(x).

Risultati

2) y=ce ?,ceR;y=x2+c,c€R;y =x%+c;x+ ¢, dove ¢y, c; ER
4) ¢ = —0,4;la popolazione si riduce, circa, del 64%

5) a=2,b=-5

6) La tangente passa per (—1, %) e ha pendenza %

7) Siottiene k(x) = e* — x + ¢, dove ¢ € R.
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Foglio di attivita 12

Equazioni differenziali — ulteriori questioni

1. Per ciascuna delle funzioni indicate scrivi unequazione difterenziale della forma y’ = h(y)
di cui siano soluzione.

y(x) =vix +1 y(x)=%+1

2. E data una funzione f derivabile su un intervallo e con derivata non nulla. Fissa un punto
P del suo grafico e considera la retta verticale passante per P e la retta tangente in P. Si dice
sottotangente al grafico di f, relativa al punto P, il segmento che ha come estremi i punti di
intersezione di queste due rette con l'asse x.

- Considera la funzione f(x) = x? per x > 0 e individua la sottotangente al grafico di f
relativa al punto di ascissa x, = 1. Determina poi la lunghezza della sottotangente

- Scrivi unequazione differenziale che abbia come soluzioni le funzioni y(x) che hanno la
proprieta:

la sottotangente al grafico di y(x) ha lunghezza costante k.

Per semplicita, considera funzioni positive e crescenti

- Determina le soluzioni dellequazione nel caso k = 2 e verifica che la sottotangente mi-
sura 2.

3. Una funzione y ¢ soluzione dell'equazione differenziale y’ = x + y. Determina il suo valor
medio nellintervallo [0,2] sapendo che y(2) — y(0) = 3.
Riscrivi prima ['equazione differenziale nella forma'y = y' — x.

4. Una funzione y ha questa proprieta: in ogni punto del grafico, la retta normale passa per
Torigine (0,0). Inoltre si sa che y(2) = 1.

- Prova a determinare di quale funzione si tratta, basandoti su considerazioni geometriche

- Scrivi unequazione differenziale che abbia y come soluzione, a partire dallespressione
della generica retta normale al grafico

- Verifica che la funzione congetturata sia effettivamente soluzione dell'equazione differen-
ziale.

5. In figura sono rappresentate alcune (porzioni delle) rette tangenti ai grafici delle soluzioni
dellequazione y' =y (campo di direzioni).
Osserva che la pendenza della tangente in un dato punto si puo ricavare dallequazione dif-
ferenziale: ad esempio, nel punto P(2,1) la pendenza del grafico della soluzione y che passa
per Pey'(2) =y(2) = 1.
Mediante questa rappresentazione si pud tracciare un grafico qualitativo di una soluzione
¥, come in figura (curva rossa). L'idea ¢ di partire da un punto (P nellesempio) e tracciare
“piccoli” tratti di grafico, tenendo conto che negli estremi di ciascun tratto la tangente ¢ la
retta del campo di direzioni.
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- Tracciail campo di direzioni dell'equazio-
ney' = ; “vicino” al punto P(0,1)

- Utilizzalo per disegnare il grafico della
soluzione che passa per P.
Puoi controllare le rappresentazioni me-
diante GeoGebra, utilizzando il comando
CampoDirezioni(1/y) e RisolviEDO con la
vista CAS, come nel file CampoDirezioni.

8gb
- * Determina tale soluzione risolvendo le-
quazione.
Risultati N
2) 5y =1y =cezrceR

3) 5

w

N
n

~

-
“n

-

T
Ny
[/

4) La funzione y ha come grafico la semicirconferenza di centro (0,0) e raggio v5 appartenente
al primo e secondo quadrante, ossia y(x) =v5—x2; y-y’ = —x; y(x) = V5 —x? ¢ effettiva-
mente soluzione sull'intervallo in cui & derivabile cio¢ in (—V5,+/5).
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Traccia di attivita

Crescita di popolazioni

Quando le risorse dell'ambiente sono limitate, per modellizzare la quantita di popolazione
y(t) al tempo t = 0 si pud assumere che il tasso di variazione in ogni istante sia propor-
zionale alla quantita di popolazione ma anche alla differenza tra una quantita limite M e la
quantita di popolazione stessa.

Ci proponiamo di comprendere quali siano i possibili andamenti della popolazione previsti

da tale modello.

Puoi seguire il procedimento indicato. Al termine di ogni passo, puoi confrontare la tua risoluzione con
i risultati proposti nell ultima pagina dell attivita e far riferimento al file Logistica.ggb.

1. Per iniziare, costruisci il modello.
Traduci le condizioni indicate in una opportuna equazione differenziale.

Per semplicita, nel seguito considera la costante di proporzionalita uguale a 1.

2. Gia dall'equazione puoi dedurre alcune proprieta delle soluzioni.
Direttamente dallequazione ricava eventuali soluzioni stazionarie (ossia costanti). Inoltre
determina per quali valori di y la soluzione ¢ crescente e per quali ¢ decrescente.

3. Ora prova a rappresentare graficamente alcune soluzioni.

Traccia il grafico delle soluzioni stazionarie. Poi traccia un possibile grafico di una soluzio-
ne tale che y(0) < M e di una soluzione tale che y(0) > M.

Per farlo tieni anche conto del fatto che le risorse dell’ambiente sono limitate e M é un valore limite;
e inoltre del fatto che i grafici di due soluzioni non si possono intersecare (& una proprieta dell equa-
zione differenziale in esame).

4. Descrivi guanto ottenuto fino qui.

Descrivi nel linguaggio naturale i possibili andamenti della popolazione sulla base dei
grafici realizzati nel punto precedente.

5. Ora, basandoti sull espressione delle soluzioni che trovi di seguito, controlla la correttezza di quan-
to hai ricavato e precisalo ulteriormente.
Per semplicita, in questo punto e nei successivi consideriamo il caso M = 1.
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. ) S . 1 ; o
La soluzione generale dellequazione in esame ¢ y(t) = 7-— per ¢ > —1 (inoltre c¢ la

soluzione costante y(t) = 0, che non si ottiene per alcun valore di c).

- Verifica che per ogni ¢ > —1 la funzione indicata sia effettivamente soluzione

- Utilizzando gh strumenti dell’analisi, traccia il grafico della soluzione nel caso ¢ = 1 e
nel caso ¢ = — E In particolare determina il valore limite per t che tende all'infinito e
se c¢ un istante in cui la crescita & massima.

6*. Ricava lespressione della soluzione generale.

7.

Risolvi I'equazione differenziale e poi controlla che la soluzione ottenuta sia uguale a quel-
la indicata nel punto precedente.

Investiga infine il 7#0/o del coefficiente di proporzionalita a che interviene nel modello (fino
qui avevamo assunto a = 1).

Come prevedi cambino le soluzioni al variare del coefliciente di proporzionalita a del

modello? Spiega.

Risultati

1.
2.

6".

Lequazione ¢ y' = ay(M — y), dove a & una opportuna costante positiva
Soluzioni stazionarie: le funzioni costanti y(t) =0 e y(t) = M
Le soluzioni sono crescenti per 0 < y < M, decrescenti pery = M
Per controllare la correttezza di grafici che hai realizzato, ma anche per generarne altri, puoi utilizzare il file
Logistica.ggh
Se la quantita iniziale di popolazione ¢ inferiore al valore limite M ...
lim yt)=1=M

-t
Y'(®) = g

y'(t) = ﬁ, percio si ha un punto di massima crescita solo per ¢ = 1 e tale punto ¢ to =Inc
(in particolare, poiché y(0) = tale punto si ha solo per le soluzioni tali che 0 < y(0) < - = ; osservia-

mo inoltre che per le soluzmnl staz1onarle y(t) = 0ey(t) =1 ogni punto ¢ di massima cresc1ta)

Per controllare la correttezza dei grafici che hai realizzato puoi ancora fare riferimento al file Logistica.ggb:
osserva che le soluzioni considerate hanno valore iniziale r1spett1vamente -e2

Utilizza la separazione di variabili

Verifica la tua risposta ricorrendo al file Logistica.ggb.
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